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“内容 提 要 
本 上 省 是 日 本 岩 波 书 讶 出 版 的 更 代 上 应 用 数 淮 以 书 之 一 的 中 如 
本 。 全 书 奥 中 介 亲 盖 届 方程 的 基础 运 挫 。 共 秃 五 章 ; 第 1 章 介 
灯 和 导 与 匡 委 的 鬼 念 ;第 2 章 介 闻 灶 性 范 分 廊 程 的 一 般 理 狼 , 第 
3 弟 4 章 入 虽 讨 护 诺 深 数 钊 灰 深 数 炎 性 蔡 盆 方程 , 最 后 一 章 介 
知 鞭 性 偏差 各 六 程 和 的 类型, 一般 妥 和 这 界 条 人 尾 。 本 书 可 供 高 笃 
蓉 核 数学 , 特 理科 和 工程 省 党 师 牛 必 染 洪 。 
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名 放 上 一 了 ,FDC 
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多 价 : CF 四 ?0.38 元 


_ 一 _ Pe 1 一 人 一 


出 了 版 说 明 


这 一 艾 书 是 根据 日 本 兰 波 书店 出 版 的 “现代 成 用 数学 讲座 ” 翻 
泽 而 成 ， 晶 文 原 书 共 16 宕 多 有 册 , 委 成 六.B 两 租 , 各 医 有 序 屿 。 现 
在 把 苔 来 同一 题 生 人 务 成 两 册 或 三 册 的 吉 忆 人 合并， 辟 理 成 各 种 , 不 
号 务 组 辐 叶 , 陆 凿 翻 静 出 版 。 

这 套 韦 神 及 的 面 很 广 , 其 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 套 考 价 值 。 每 一 本 书 牧 梨 的 剖 料 都 比较 丰富 ,而 入 进 拖 要 ,篇 
幅 不 多 ,有 利于 芋 者 以 较 短 时 间 掌 握 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 虽 然 ， 
这 答 书 的 某 些 驳 点 不 尽 适合 于 我 国 的 情况 ， 但 其 方 车 可 殿 套 考 。 
因此 ,翻译 出 版 这 一 区 书 , 对 我 国学 术 鼻 是 有 所 膨 稚 的。 

击 于 喉 艾 原 书 是 1957 年 起 以 讲 坚 形式 陆 模 四 瞩 的 ,号 作 时 间 
和 篇 赋 的 限制 不 可 和 避 如 地 会 影响 原作 者 对 内 和 容 的 处 理 ， 为 了 尽 醋 
能 地 减少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 训 本 中 , 特 请 译 者 或 校 因 者 抽 写 序 
或 后 记 , 以 介绍 有 关 学 科 的 最 近 爱 懂 状 疯 , 并 对 公 书 内 容 必 一 些 评 
价 , 提 出 一 些 看 法 , 千 合 我 国情 况 补 充 一 些 上 肘 料 文献 ,在 交 内 过 于 
简 栈 或 不 足 的 地 方 涨 加 了 必要 的 注 称 和 改正 原 书 中 存在 的 一 些 错 
肚 。 和 希望 这 些 工作 能 对 世 考 有 所 帮助 。 

承担 翻 织 和 核 团 的 同志 ,为 提高 书籍 的 质量 人 杜 出 了 巨大 劳动 ， 
在 此 特 致 以 就 垫 的 谢意 。 

欢迎 读者 对 本 书 提出 批评 和 意见 。 
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第 1 章 和 分 与 差分 
sl 类 中 


工 ， 荆 分 的 意义 识 y=f (mp) 为 自 变数 zx 的 画 数 。 不 管 y 这 
演 或 不 连 绪 ,只 要 泡 在 所 考虑 的 范围 内 是 取 有 限 值 的 本 数 。 自 变 
数 “不 必 有 限制 为 连篇 的 ， 也 可 以 只 取 一 个 个 的 特定 值 ， 例 如 取 … 
一 开心 ， 工 号 ，，… 

现在 取 dz 作为 4 的 一 个 步 长 , 当 2 入 业 值 a 变 到 另 一 值 # 十 
dre 时 , 设 y 的 境 加 量 为 4y, 此 时 称 49 为 “9 在 8=a 处 的 葡 分 ”， 
d2 称 为 币 的 差分 。 通 常 也 称 为 " 院 兰 或 “有 限 差 分 。 

dg 与 dx 的 比 ,也 就 是 497 dx, 称 为 区 商 。 当 4z 一 0 时 , 求 这 
个 此 的 值 旺 微分 学 的 任 题 ,但 在 盖 分 问题 中 , da 为 有 限 值 , 它 是 在 
所 其 定 的 2 的 至 变 域 内 取 茶 一 定 值 的 量 。 浒 分 与 着 商 , 分 别 与 微 
分 学 中 的 微分 与 微 商 相对 应 。 

以 后 在 没有 畦 别 指明 时 , 我 们 规定 取 4 一 1， 这 样 的 规定 并 
不 束 啊 一 般 性 。 原因 是 在 所 诗 芥 的 出 题 让 当 肯 变数 的 差分 不 为 
上 时 ,本 已 通过 庆 当 的 目 变 数 的 线性 变换 , 鸽 目 变数 的 差分 等 于 工 ， 

记 国 数 y 一 了 (w) 在 8 一 处 的 值 为 y:, 在 w=% 十 和 6 为 整数 ) 
处 的 值 为 ye 在 区 = 处 的 着 分 为 dy,, 如 

A Yrtl Yr, (1 .1) 
2， 高 阶 妾 分 。 红 .了 式 中 的 dy 一 般 还 是 的 盏 数 , 所 以 仍 
可 以 考 不 do 的 盖 苍 40dgo 以 4259。 吉之 , 划 
dy = A = dye A sa Yo Cet1— Ye) 
— Wra— Yoel yy, (上 .2) 
于 做 在 一 2 处 的 第 2 阶 蔗 分 ， 在 有 必要 加 避 区 别 时 , 称 dy 


2 第 1 这 痢 另 与 差 寺 


为 “第 工 阶 差分 。 以 此 类 推 , 我 全 可 专 考 虑 第 3 政 , 第 4 攀 ,… 差 
分 。 一 般 - 第 阱 莽 分 “写作 


可 “7 一 dg 一 dys — ytn ( 1 ja n—1 十 ( 9 yr 


— (8 jyern-st + (— Ds 1 yr (—1) Ys 


(4.83) 
其 中 (*”) 是 二 项 式 的 系数 : 
RN"! nnl) (N21) 
(2) TT 1B 


友之 ,28# 的 各 个 值 yin Yeria 也 可 内 用 所 与 它 的 差分 表示 
出 来 。 我 们 可 以 很 容易 地 证 有明 

Yati—Yot Ay,, 

Vora — Yat Ayo Yet 2 My) 


了 Ei Pp ,, 2 H 一 于 
yarn Ys+ (9 )Ays+( 2G)4 Ys 十 "十 4) ds 
二 dos。 


车 把 等 式 有 边 的 记号 4 当 作 一 个 数 看 待 ， 前 由 二 项 式 定 理 ， Yon 
可 以 箱 单 地 表示 成 


(1.5) 


Yors = (+ AA) "gy,. ( 工 .6 

3， 多 变数 画 数 的 差分 【 颂 关 分) ”对 于 互相 独立 的 两 个 自 变 

数 0 9 的 图 数 x 一 wy) ， 固 定 # 而 使 2 变 伦 , ms= + 时 2 的 

得 (32542) 与 一 2 时 % 的 值 必 , 之 着 , 称 为 "在 %=w, 9 一 2 处。 
基于 工 的 俩 半分 , 记 之 汶 ds , 世 就 是 


den 一 了 一 区 yy。 ( 工 . 六) 
辐 理 , x 关于 4 的 惕 差分 基 
ddr 一季。 (1 .7) 


由 于 于 些 偏差 分 ,一 般 还 是 x, g 的 页 数 ,所 以 仍 可 以 求 基于 


£2 和 本 二 
成 yy 的 坑 差 务 。 地 就 是 
dy 一 人 dz 的- idogssiy 一 中 2 
Ara, er yr, 
Ayzr,y — Hs, ya Zyl ,3 I.&) 
Aryzz,y ~ 中 -da = Ayt srs, y) 
lt Ertl Se, yt1 or,y. 

和 这些 郊 是 第 2 阶 人 妨 着 分 ， 同 理 我 们 扔 可 以 依次 考 感 3 只 以 上 
的 贪 荐 分 。 处 对 于 含有 3 个 以 上 的 自 变 数 的 历数 的 偏差 分 , 可 以 
转 上 述 吏 样 万 法 考 碟 。 在 上 上 浊 的 考察 中 ,外 变数 的 差分 4 Ay 可 
以 部 取 作 1, 而 帮 亮 不 会 提 害 其 一 般 性 。 原 因 是 总 可 以 作 一 个 和 
硫 狼 的 嫉 性 变 措 使 d= 一 1,， dy 一 十. 


$2 和 分 


1 ，、 和 分 的 意义 ”类 定 画 数 gy 一 了 (w), 雪 有 国 数 太 (w) ,其 第 
工 阶 差 商 等 于 y:， 岂 就 是 满足 


FF (ow) * 
人 ， (2.1, 


这 种 兽 数 了 (ww) 称 为 “所 葵 定 的 画 数 ys 一 了 (2) 的 和 分 , 求 坟 (w) 
时 做 “ 求 和 分 。 忆 :二 二 地 可 志 号 作 
直人 出 ] 一 让 2 或 4 一 3pdv， (全 .2 
由 于 Lz 通常 等 于 1 此 时 (2) 的 和 分 定 尺 出 第 工 阶 差分 等 于 
Fo) 的 某 个 责 数 。 和 分 与 差分 之 较 胸 关系 相当 于 积分 与 微分 之 
击 的 天 和 有。 
护 翼 六 他 ) "是 了 lw) 的 和 分 则 了 (ww) 与 一 任意 常数 忆 的 和 
万 人 十 仍然 满足 但 . 居 或 但 - 涩 式 ,又 珊 2 oo 为 周期 等 于 49 的 
任意 的 周 其 范 数 , 剧 闫 他 ) 上 DO 也 注 足 忆 二 式 或 名- 起。 
yz 二 了 (zw 的 和 分 一 般 用 符号 


4 第 1 条 分 与 差 红 


NA A 或 ys 
表示 ,而 出 于 ptzl 中 含有 任意 常数 ,所 以 
MN pia) dx = (wy Po， (2.3) 
也 就 是 fiw) 的 和 [分 有 无 数 个 。 这 与 不 定 积 分 是 一 样 的 ，(2.3| 式 
中 的 | Po) 相当 了 于 积分 中 的 积分 常数 。 但 是 没有 特殊 必要 i 计 PDiw) 
一 般 [ 隆 法 。 
1: 面 所 用 的 符号 总 是 由 Nirland 和 Bleieh 开始 使 用 的 ,以 前 是 用 普通 
的 符号 于。 可 是 和 分 与 通常 的 简 音 和 有 不 同 的 意义 所 以 本 书 中 不 使 用 卫 。 
和 分 记 导 束 的 dz 不 能 量 去 ,即使 必 一 1 也 是 如 此 。 厚 因 是 当 比 藤 他 .3 溯 壹 
的 葡 数 或 因 葡 时 ,或 进行 自 变 数 的 变换 时 它 是 很 必要 的 。 
2， 定 和 分 “ 钼 人 2.3) 式 中 取 z=ay 则 
| $74] =F +p(g。 
认为 江上 整数 ,5 一 4 十 R84 到 区 =b， 刚 有 
| S74] =F (D+ pb), 
用 7(oj4z 继 示 |8 7 如 | -|S7@d| ,由 于 pla) =p(b)， 政 


$f eds=P(b) ~ Fa), (2.4) 

这 相当 于 积分 法 中 的 年 积分 ,改称 之 为 定 和 分 。a 称 为 定 和 分 的 下 限 ,5 为 .F 
限 。 又 我 们 也 能 很 容易 地 下 明 

© yde= Yat t+) (2.8) 

注 莽 关于 各 种 各 样 的 特殊 列 数 的 和 分 与 和 分 的 求法 ( 例 和 与 分 部 积分 


法 对 应 的 分 部 和 分 法 等 ; ,有 很 多 意味 深厚 的 问题 ,在 以 蔗 分 浪 程 为 主题 的 本 
书 中 ,不 能 尽 问 了 ,有 兴趣 的 广 者 请 大 网 奖 田 : 差分 法 ( 汀 要 书房 1948) 。 


学 节 萎 性 凑 分 方程 概论 


8 获 分 方程 


一 站 程 , 除 合 有 $1 所定 立 的 的 图 数 yy 与 外 ,还 含有 4 
的 差分 4 4 本 妇 型 如 
Er, Y, dy A yy AY) =00 (3 .1) 
的 方程 称 为 赣 从 方程。 对 于 任意 的 z, 满 星 此 着 分 三 程 的 莉 数 
tz 一 了 0) 吓人 将 分 方程 的 解 。 求 解 的 过 程 吓 作 解 荆 分 太 程 、 
若 取 二 的 差 牙 dr =1, 并 将 4go， 4 … 用 入 .了 ) ~ 民 ,3) 式 
表示 为 ty 是 pe 鬼才 项 式 : 然 后 代 大 过 .1 式 , 期 得 
Fw, Hry Vrtls Yara 3 fatn) 一 人 0。 (3.2) 
这 是 与 3.1) 式 宛 人 等 价 的 方程 ,利用 红 . 包 式 , 了 侯 可 以 反 过 来 
从 (3. 外 式 导 有 (3. 耻 式 。 
， 例 知 市 网 形 式 为 
do 2 + ys 0 =0, 
将 下 ,想起 的 do 与 帮 .2 式 的 了 arr 代 大 和香 
gj 2519 一 了 fos 一 4 一 上 一 昌 。 
在 实用 -上 , 座 用 上 贤 题 才 示 成 郑 分 方程 时 ， 大 部 人 中 是 (3. 的 形 
式 ; 而 比 由 于 这 种 形式 容易 处 至, 所 以 在 本 书 中 把 (3.9) 式 取 作 差 
分 方程 的 基本 形式 。 
姐 微 分 汶 程 中 有 证 微分 沪 程 对 偶 微 分 注 程 的 区 别 一 样 ， 深 分 态 积 也 有 了 同 
样 次 区 别 。 团 合 有 两 个 以 上 自 栾 数 的 因数 的 偏 莽 从 的 三 程 称 为 性 盖 分 方程 。 
导 有 此 相应 把 羽 售 有 -一 个 明 变 数 的 殉 数 的 著 分 的 方程 (3. 了 或 届 . 包 称 为 常 闵 
分 访 程 。 和 担 洲 常 臣 分 古 程 , 设 有 怕 不 必要 时 ," 常 " 字 一 般 略 去 ;而 篇 称 为 益 分 
万 程 。 


和 本 式 内 y 应 收 号 为 ys ,一尊 省 法 
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当地 .也 式 匹 过 的 多 是 护 与 其 瘀 分 的 一 殴 式 时 , 则 总 - 人 法 磊 
动 鬼 三 是 gr ge Wern 的 一 或 式 。 反之 ， 震 了 是 gz, 和 zr 
afu 的 一 次 式 , 刀锋 是 号 与 其 差分 的 一 次 式 。 这 样 的 差分 方 
程 称 为 线性 这 分 方程 。 一 般 写 作 


Dvdrti [3. 3) 
或 到 立 和 地 写作 
ro 于 六 sd 于 六 wotWr+ 四 二 Drndprn 一 K,, 臣 。 4} 


其 中 Bi 与 区 。 是 常数 , 翼 是 只 食 有 了 的 画 数 。 以 后 我 们 所 要 言 答 
的 全 部 限于 线性 差分 方程 。 这 是 因为 在 凌 分 方程 中 , 线性 闫 分 方 
程 在 实际 应 用 上 占有 重要 的 地 位 ， 同 时 只 有 对 线性 差分 方程 能 钥 
人 :一 般 理 论 的 研究 。 

与 微分 太 程 一 样 ,差分 方程 也 有 阶 数 。(3. 引 式 是 儿 阶 洲 分 太 
程 。 但 送 分 方程 的 阶 数 不 能 用 所 合 潍 分 的 最 高 隋 数 , 或 只 用 (3.4) 
式 中 所 合 的 % 植 来 确定 、 而 要 用 差分 方程 中 当 的 阶 标 中 的 最 大 者 
， 如 红 十 nn 与 最 小 漠 如 二 六 之 六 加 一 区 来 规定 。 


例 工 . Gayarat Cys Oyo 1= 
由 2 一 (一 ]) 一 3, 所 以 是 3 阶 差 人 方程 。 
倒 2 dys ti 二 全 


由 于 dy; 二 Wp+8 一 By+3 t+ Srl1™ Hr 配 上 和 式 柯 化 为 


Het — By 十 3 一 一 0 
到 此 是 2 阶 状 分 二 程 。 


8 生 关于 本 性 羌 分 方程 的 解 


与 化 分 万 各 的 情形 一 样 ， 妇 .有 式 或 (3.4 式 当 百 。=D0 时 称 为 
齐 次 差分 方程 。 当天 -0 时 , 称 为 非 齐 次 范 分 方程 。 

LE， 济 次 炳 性 六 分 方程 ”首先 我 俩 来 堵 虑 m 院 齐 次 缠 姓 差分 
友 程 


二 关于 继 性 着 中 方程 的 解 7 


如 果 我 司 规 年 8 一 总 下 十 二 下 二 人 与 了 为 任意 一 数 1 则 得 下 
到 ?十 工 个 碳 程 

Din -Pear ri Preyrra tT Dain -0， 

Pir1, ori Pre Net2 tlt 

Pra, OVE Eo 1 + ,Eatn ™ 0， 让 (4 .2) 


Prer, OV Dtr, trti Dr nk rin — 0} 

此 与 (4. 了 D 式 当 z 自 w=6 改变 到 w=%+" 是 等 价 的 。 若 将 写作 为 
联 立 方程 来 求 Vi， Vy1r9…， 办 re 妈 再 于 三 程 有 ?十 于 个 ,未知 
数 y 有 zw 十 ?十 工 个 ,所 以 有 个 ys 可 以 任意 选择 。 和 而 呈 妆 此 个 
ys 一 旦 选 定 以 后, 其 余 的 ?十 个 ys 可 由 性 . 急 式 解 联 站 方程 求 
得 , 并 日 它 全 应 革 是 前 面 鱼 意 选 定 的 % 个 ys 的 一 次 画 数 。 从 耐 形 
如 导 . 半 式 的 中 院 楼 性 差分 证 程 的 解 中 ,很 明显 地 要 含有 9 个 佳音 
常数 。 这 样 的 解 叫 作 一 般 解 。 也 就 是 碟 性 差分 方程 一 般 有 无 家 个 
人 《天 格 的 设 有 co 个 )。 

这 无 劣 个 一 般 解 中 的 任 一 个 ,都 是 满足 方程 (4 的 一 个 4 的 帮 
煞 , 称 它 为 差分 方 程 的 特殊 解 (简称 特 解 ) 。 现 究 "(wm) 为 方程 4.1). 
的 一 个 特 解 ,以 任意 常数 0 于 之 , 列 0m tm 仍 满足 - 了 式 。 电 就 
是 Cm tn) 也 是 性- 寺 式 的 特 解 。 因 此 车 六 人) 人) Ta (TW) 
mw) 为 其 nn 个 转 解 ， O04, Ca Ca pw 0 为 个 任意 常数 ， 则 
(4 五 式 的 一 般 解 可 以 囊 示 底下 列 形 区 


gz = Om 人) + Oa {9) 十 -…! 十 Onn (we) . (4.8) 
因 了 本 (4. 四 的 wi 成 为 ( 生 . 二 的 一 般 解 ,其 中 的 % 个 特 解 必须 
是 " 散 性 无 关 的 。 


这 可 解释 如 下 。 例 如, 若 其 两 个 特 解 9: 与 jx 关上 存在 光线 性 关系 


己 好 | -上 -Dn 一 个， 
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时 一- 最 人 解 虫 的 (9+ Cn 北 为 


Ginit Crime—{ © 一 Cr jn 


其 中 括号 办 的 包 一 全 Co 可 以 看 作 一 个 任意 常数 ， 从 而 在 一 般 解 中 所 含有 的 


任 查 站 和 眶 是 天- 人 小 而 咎 是 吕 小 。 
-车 Ti Tot Tgh "en 9 是 继任 提 关 的 ;其它 放 之 前 他 在 有 关系 汽 : 
MD 十 natty 二 人 一 日 ， (生生) 


其 中 而 wy 是 任意 常数 ,可 以 古寺 全 趟 衣 爹 部 都 是 规 ， 
由 此 沙 取 f= 十 员 十 各 一 1， 其 得 个 一 次 齐 访 方程 : 
G4 a 二 口 
Gi tt) Tiny) 二 十 全 本 二 二) =0, 


dn 二 rt) tt 十 0, 
将 它 作 略 尖 于 本， oy 一 2 的 联 汪 认可; 央 当 
WL Ts i) i 和 Dn} 


1 awl) 2 nal 
Dw) = 9 二 ) Yet ) n (s+ ) 0 dB) 


1 十 各 一 了 Tat 光 十 入 一 了 gn 十 7 一》 
时 a 58 雪耻 就 是 人生 蕊 不 成 证 。 荐 也 (2) 一 0, 期 
mi wa …s 0; -- 艇 可取 不 爹 为 零 的 有 限 值 , 从 而 线性 关 怨 (和 .省 威 坪 。 所 以 
要 使 3 个 特 解 彼此 各 性 无 关 , 必须 对 于 剑 何 % (4.5) 式 威 羡 。 这 于 个 彼此 下 
相 独 了 王 的 特 解 粗 山 作 基 本 和 解 。 
一 般 , … 阶 和 线性 差分 方程 不 能 有 多 于 ”个 线性 无 闫 的 特 解 。 
原因 是 除 上 刘 个 基本 解 之 外 , 若 还 有 另外 -一 个 特 解 9(z) 将 而 192 
WD 则 有 下 列 加 + 工人 个 方程 : 
Paona Ct) -PrN til) + padi 二 由) 二 0， 
Dronatt) 十 Drigat 罗 十 了 十 一 二 Darnat 低 十 4) 二 小 ， 


Ho nt ‘站 ) 二 Point 作 二 二 +"* 十 Peann (二 1) =0， 
ro 二 Bann 十 总 十 十 Den3 江 十 8) 一 起。 
出 于 牧 数 了 不 能 全 部 为 和 ,所 以 具有 


8 4 关于 线性 莽 妇 方程 的 解 4 


4) 十 了 
Walm) WatT 1 a+) 
: : : 一 避 ， 
Pa) | 
nn) sl) | 


面 这 在 昧 囊 Hi Was "nn 二 用 存在 着 加 前 而 所 座 的 闲 性 闫 对， 上 碎 册 7' 不 
陛 是 与 Wy Woy 9 4974 各 广 . 二 闫 的 竺 解 。 所 以 不 存在 寡 于 个 况 性 匹 关 的 特 
解 。 


由 此 可 见 ， 形 成 呈 阶 稻 性 差分 方程 基本 解 的 钱 此 线性 无 关 的 
特 解 的 个 数 等 于 m, 饶 不 名 于 多 也 不 少 于 nh， 
2. 非 齐 次 重 性 差分 方程 其 次 考虑 非 齐 次 差分 方程 : 


Sp —Ke, (十 , 总 ) 

这 Yot2i 为 方程 的 已 知 特 解 , 因为 2 的 醒 数 , 屋 公 .出 式 的 一 般 解 
Ea 

Yr = 7 (OT) Xr (和 .人 门 


代入 {人 .全 式 ,得 测 
Spurn ( 十 人 十 Pi past Ks 。 


由 于 %otw) 是 满足 性 .合式 的 特 解 ,所 以 于 式 左边 第 一 项 等 于 上，， 
因此 要 僵 信 .了 ) 式 的 成 为 (4 .日 式 的 一 般 解 ,必须 
Spriters=0. 

而 这 基 !4. 了 1) 的 六 次 沪 程 ,其 一 般 解 由 过 .外 式 入 出 。 这 样 ,一 方面 
用 证 妈 齐 或 尖 程 相同 的 方 评 ， 可 局 证 有 明 半 附 非 齐 或 方程 的 一 般 解 
纪念 有 交 个 竺 意 常 数 。 另 一 厂 曾 也 证 有 明了 非 齐 殴 厂 程 (和. 的 一 
般 解 ， 等 于 它 的 一 个 特 解 与 恒 答 定 的 非 齐 殴 方程 的 自由 项 为 规 所 
得 到 的 齐 奖 方程 的 一 般 艇 之 和 。 也 就 是 非 潮 详 沪 程 的 一 般 解 可 由 


下 式 胡 示 : 
ty CO— in (sm) 十 ny (好 二 Dyn (sw) 十 二 Ci (化 ) {4 : 8) 


10 种 半生 黎 性 状 必 方术 构 训 


$6 Lagrange 变易 常数 法 


下 加 将 介 亲 使 用 钱 性 非 齐 次 方程 记 对 应 的 前 次 万 程 的 基本 拥 
琳 计 求 厂 性 非 齐 次 六 程 的 特 解 的 方 尘 。 此 方法 吓 作 Lagrangs 变 
易 常 数 法 。 

将 nx 阶 非 卉 次 米 性 浪 程 :4. 国 式 中 yorn 的 系数 改写 为 工序 得 

Pzodz -Pridet1i pe, Yin 1 Yet A (9 . 工 ; 
设 对 谈 的 齐 次 方程 
Pods Deiyerit + pe, ndetr 1 Yetn — dU 
的 一 般 解 为 
Ye C—O tm) Oats) + OnE) , 《已 .党 ) 
其 中 位，m， pp 外 为 上 瀑 齐 殉 瑟 程 的 基本 解 . 

将 所 输 定 的 非 齐 次 方 程 避 . 防 式 的 特 解 表示 成 与 忆 . 细 式 ' 和 相册 

的 形式 ,名 

yz = C1 Tm) ea (Ew) Nay) on 6.8) 
定 与 二 .局 起 的 莽 别 是 (9) 930), Cn (8) 不 是 常数 ,而 址 省 
的 郴 数 。 

我 们 车 奖 和 违 . 引 式 代 人 后. 六 式 , 划 公 忆 得 到 一 个 式 子 ,有 而 不 能 
规定 各 个 G16) fol) ，"…。 为 了 得 到 其 余 的 % 一 + 个 条 人体, 我 全 
规定 4 上 自 Yr 到 yrsrn-i 有 有 下列 %n 一 二 个 基肥 成立 , 即 

Yeti = C1 0) Te iv) na tw 二 1) 十 
十 ea 和 人 十 二 | 
yet 0r(e) Tie) 二) me 二 二 | 
让 


+ (wf 必 十 22)， {5 .4 


天 本 中 


yon 一) 十 catw) ra (tn) 
1 
十 -十 和 十 疙 一 下) ， j 


$b jagrange 变易 带 数 尘 11 


沈 意 球 着 ok) Cot， 保持 不 变 耐 6.) 式 条 于 YY 自信 到 
ys+n-1 部 威 立 。 然 而 01(2) ,0 (2)，… 是 和 的 面 数 。 改 (5.3) 式 对 
yz 十 放风 
gz 一身 ( 池 十 二 ni (r+ 1 十 ga 人 (本 十 二 na tyt+1) 十 和 
十 Cn( 守 十 77 十) ， 
从 而 为 了 使 .名 式 中 第 一 式 成 站 ,由 
Gm oy) 一 go) 
必须 
Aor tw) nw + des (wv) rat 1) + do tw nn 二 1) “0, 
(6 .B51) 
而 本 当 此 式 戌 立时 ,5.4 中 第 一 式 成 立 。 现 识 相 . 当中 第 一 式 迁 
用 了 za 出 
gran 二 2) 十 Ca 十) na 人 十 艺 十 
+ 十 nr 十 1 ， 
为 了 使 局 . 册 的 第 二 式 成 并 ,必须 
A61 (wn (v2) 十 doa (wn (2 二 2) 十 … 
十 den (wy 二 3) =0., (BB.bs) 
这 样 , 为 了 使 虱 . 贡 成 并 ,显然 必须 依次 有 
dof) nt 十 mn 一 二 ) 十 deg tw) mat 守 十 吕 一 二) 十，… 
.+Ado mn tsit+n 1} 一 人 站， (Bb...1) 
志 后 , 散 介 .4 站 最 后 一 式 适 用 于 gz， 由 ctw 1) 一 6 人) 
二 defz) 得 到 
yz+a—= [Le3 (1) + deg) ts) + [es (2) 十 Aes (ow) ] 37a《 多 十 中 
十 :十 Feukepy + de ti) J nny) ， (5.6) 
将 .3)，(8.4，(65.6) 的 基线 大 再 程 忆 .二 进行 
整理 , 加 得 
人” 原 奖 顷 为 全 . 国 。 评 者 泪 
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(信和 Pen CF) Fn E+) + (+n) 1 
+ratw) 区- ona tt} + 二 1) 二} 1 
十 … 十 de tw) ni tw 二 1) 十 dos (5 ) na CE 十 %) 十 
十 do (wr tw) :KR ,, 
HRT 9 Ty Day 是 齐 欢 方程 的 特 解 ， 所 这 上 小 中 6 (2), Ca {2) 4 
… 的 系数 爹 部 等 于 零 。 从 而 可 得 
EE 十 ea( 放 78 和 于 币 ) 十 
Ac (和 (出 十 中] 一 一。 (5.7) 
这 样 , 可 由 也 ,5 得 到 冲 一 工 个 dotw) 的 一 次 方程 ; 由 全. 他 得 
到 一 个 de) 的 一 次 方程 ,合计 为 4 个 一 次 方程 。 解 此 联 立 方程 ， 
部 可 定 击 de (%)，4ea (2) ，… 
为 了 使 定 活 dctz) ， dest)， 成 为 可 能 ,有 必要 证 明 行 列 式 


1 十 二 veg) nn 二 1 
2 2) .十 2 

De 9 十 ) a(n ) 分 t+ ) £0 
1 你 十 如 ) 天 交管 十 外 ) 条 和 十 诗 ) 


但 和 古 , 由 于 ?33 … 基 彼此 考 性 元 关 的 特 解 ,所 以 由 作 , 惫 式 显 多 有 了 (e+DT 
证 日 。 


由 6. 了 入 ,让 式 的 % 个 方程 解 de， 则 dos(w) 可 表示 为 

Aei lw) = kK pts). (5B .8) 

其 中 jm) 是 行列 式 也 (十 二 大 也 的 最 下 行 十 9) 的 代数 
余子 式 。 直 是 ， 


Gif) 一 S Ki 人 A (5.9) 
代 太 (5.3) 式 , 划 所 答 的 非 卉 次 方程 的 特 解 可 以 表示 霹 
> Th CT) NS ww (是 .1D) 


其 一 般 解 是 此 式 与 后 . 纹 式 鬼 和 。 
寺 上 的 变易 请 数 法 ,关上 :所 粮 的 形式 不 是 的 砂 数 , 1 而 是 一 
个 个 的 数值 时 ,由 可 及 使 用 。 只 不 坟 下 时 的 和 分 是 求 单纯 的 和 i。 


第 3 全 和 系数 税 性 差分 方程 


$6 齐 次 方程 


兹 简单 来 得 一 般 解 的 线性 佐 分 万 程 是 不 和 的 ， 查 在 实际 问题 
中 有 广 省 应 用 的 常 系数 方程 硝 是 可 简单 地 求 得 一 般 解 的 。 在 我 们 
若 虑 非 齐 次 碳 程 之 前 ,党 吏 齐 次 堪 程 的 一 融 解 加 忆 带 胃 。 

在 线性 齐 次 闫 分 方程 (4. 了 式 中 ， 将 全 部 系数 par 取 为 与 3 无 
关 的 常数 ,天 以 全 喜之 ,县 


> dri st 4 zn Oo 0. (0.1) 
为 了 求生 的 解 ,我 们 引 人 大 参 数 和 。 分 
Vz = (6.2) 
将 愉 代 入 上 式 , 剧 得 
nh 十 tM 十 0， 
消 去 公共 因子 如; 得 出 . 
PA) Ean =D, (6 .8) 


这 说 功 要 使 但 .分 成 为 (6.1) 式 的 解 , 必须 满足 (6.3) 式 。(.- 盈 式 
由 收 芥 害 的 差分 方程 .8.1) 式 的 特征 方程 ,和 为 和 的 根 。 
信 融 而 天 0 如 但 ,3) 式 一 般 有 ?个 不 为 午 的 根 , 襄 流 和 ,hs， 
天 所 求 的 特 解 是 
gu 一 和 (全 一 二 全， , n)}, (6 .4 
荐 用 此 匡 个 特 解 作 由 行列 起 (和 .了 )， 天 
| 3 DE ] 


wl NAS a Mtl 


1. 1 .-..1 


A 


业 由 
A ME Ml 


AT 5 NH 。。。 tu 


14 带 3 章 谨 系 狼 粮 性 盖 秒 方程 
neq—1) 
= 【一 |) “ (A A : 站 “人 (Ai 一 AE) 
{2 1, 2， 机 种 一 二; 二 22， 是 $< - 
当 .8 的 入 个 模 彼 此 不 相等 ， 外 和 一 入 天 总 和 上面 的 行 到 3 六 不 为 
蚕 。 于 是 但 .4 榴 % 个 特 佣 成 疙 精 定 方程 购 共 本 人 馈 。 议 一 般 解 由 
下 让 类 上 幅 : 
ys — ON OMI 二 ON. 68.5 
特征 方程 的 个 模 中 , 车 有 重 根 ， 则 上 壕 行 列 武 为 需 , 从 而 (6. 攻 的 5 个 
特 解 趟 为 基本 屈 。 对 这 种 情形 , 例如 hw 古 量 想 , 和 将 字 磋 以 新 鸠 的 陋 胡 ti;， 
并 将 yr 二 Xr 伐 大 答 定 方程 进行 整理 ,部 得 
Ly 二 GE 入 十 的 A 关 十 十 全 丰 ] 入党 本 
十 [ET 十 2 dap 二 tid 
[229 二 3 D9sAE 二 十 知 ( 针 一 了 ?2 /| 
十 十 竹 (对 一 1 时 /Al =0, 
然而 上 式 第 一 项 和 约 右 括号 中 的 多 项 式 是 特征 志 程 p(w) ， 第 二 项 以 后 的 方 据 
号 中 的 甸 项 式 证 全 说 所 以 点 上 人 式 中 请 过 公共 因 了 于 六 后 得 
着 


十 让 PD AE ARAN Ng = 0. 
可 25 是 P00) = 二 0 的 向 便 棋 ;出 
POE) =0, PAF} = AE) =p = 
瑟 时 .上 趟 化 为 
0 
显然 ， 苛 wy 是 一 个 最 高 次 项 为 #1 的 3 的 有 理 整 国 数 ， 朋 岂 鹤 中 此 方程。 
所 以 ,车 : 
WC Ca ara i Ot, 
旭 旭 溢 以 和 5 是 一 特 解 ,从 而 所 答 定 的 差分 方程 的 -- 般 解 可 以 表示 成 
ys Ot 
蔬 特 征 二 各 具有 复 根 ( 右 程 的 邓 数 为 实 阁 ) ， 朋 根据 复 根 必 成 对 I 瑰 ; 所 


8 齐 诡 上 方程 15 
这 通过 竺 合 可 以 作成 实 栈 数 。 例 如 2 和 1=9 十 H; hg 一 9 一 Bi 是 一 对 共 由 香 根 ， 
则 形 
p=|v e+B|, tam 虽 一 BAG， 
A 
和 一 疡 KBO8 六 十 上 8] 及 前) 和。 = p08 Tt Sn Pp), 
因而 一 般 解 芒 中 的 O01 十 C8 可 每 成 
CFC pL C+ Cos pr tlt — CD 7 ] 
由 于 Ci Cz 大 任意 澡 数 ,所 以 罗 十 呈 与 【Cr 一 的 天 仍 是 任意 种 数 ， 以 Ce 
政之 ,由 是 | 
OR ON oT 008 ge + OPT BI gt, (6B. 
这 样 我 们 就 得 到 含有 两 个 实 匡 数 的 特 解 。 
舱 后 ;沙特 征 专 程 的 执 中 有 如 重复 根 , 着 显然 一 般 解 yx 可 以 湛 示 成 
Vz (C1 Ost tt Um 08 pr 
+t Cart Cnet t+" + One p? pin pr + +. (86.3) 
驴 阶 的 情形 ”在 实际 崩 题 中 常 出 更 二 阶 方 姐 。 现在 我 们 来 考 
庶 箭 双 数 2 阶 齐 次 方程 
ays 1 + by cys = 0, (6.9) 
盐 特 征 故 程 4 十 26%-F-e? 一 0 的 根 为 z 
i Ma 一 【一 六 二 ww 一 Ge /eo, 
2 一 他 十 CA ， (6 .10) 
闭口 一 2e>0: 蜀 和 axa 是 实 概 。 此 时 一 般 解 可 以 表示 成 指数 
涡 数 或 双 曲 图 数 。 车 取 
p=—~vaie, coshp——b (ep) 
(其 中 Vac 的 符号 的 选取 要 使 cosh g 为 正 秆 ) ,出 
Ml 一 per, 上 as pe *, 
代 太 (5.10) 式 ,得 测 
yr— Oe" ., (6.11) 
若 取 4, 吾 为 任意 常数 ,机 上 这 地 可 以 每 成 
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yr od sinh get B eosh pe}. (6 .12)} 
在 a —ac 一 媚 ， 因 和 一 ks 光一 重要 ? 由 (6 - 丫 ) -区 -一 和 人为 
ys= (A Be) Me (At Boy)( — 2) . (6 .18) 


省 ot， 如 hl ha 是 站 二 复 概 ， 由 衣 面 所 识 的 ,分 
tan p= {va — 0b) /t(D) 和 eo8 p ~ Bb/ (po), 


-|V2 5 + 一 |Vy<|， 


于 是 从 局 .站 式 , 得 测 
gr = poidsin pstB eo ps). (6 .I 和 44) 
例 1， 对 于 首 项 为 0, 次 项 为 1; 第 3 项 到 以 后 各 项 等 于 前 两 于 的 和 晶 ] 
蕉 烙 : 0， 1, 1, EP 3, b， S， i 将 首 项 到 控 咒 0 项, 斌 求 第 区 项 。 


设 将 第 z 工 项 了 到 各 yri 天 出 畏 深 Y= 二 Yrx-1 十 yz-2y 也 议 是 Wz 满足 2 中 乔 次 
莹 分 方程 ; 


- ye— Yr_1 一 由 -ss 由。 
它 时 性 人 外 志 性 乓 


3 一 入 一 荆 一 由 ， 
其 一 根 为 A hg= 人 十 65) /2, 
从 而 加 
yo=CO tv E+ Ol- Vv 5) 2). 
出 初始 条 件 
D0 二 4 
可 以 定 出 
人 一 Tv i, C= -1/v 5, 
于 是 
。 TFILHWw5 /1i—v5 Y 
[和 (和 省 


出 于 * 是 正 验 痊 ， 本 # 式 有 动 的 丙 可 所 项 直 定理 加 电驴 理 后 得 
手 |; 当代 和 


a (+o) (7) 


当 衬 为 奇数 时 ， 


7 对 称 型 章 次 ;地 各 | 


1 3 i 
gr (5) ~ 《3 让 
ria 池 调 沪 眉 ， zf [HE | 证 和 下 eA 了 -= 站 村。 ya DB. 

人 酌 台 . 冰 3 阶 ' 大 程 : Yrt8 十 业 二 外 日 ] -用 拘 ， 
由 本 因 征 旋 各 3 二 4.=0 的 根 夺 
?一 一 工 ; ho 2 一 本 ‘1 4- iw 3 4 J 


委 


| [iO 起, 命 =] 2, bh .一 v3 /2, HH 总 一 EW | 一 工 ， + 冯 11 th == ba 
=M 引 ,p=x/3, 一 般 解 是 
Wr 二 = 十 上 3 3lr -可 ， 


$47 对 称 型 齐 次 方程 


当 2 芥 章 次 方程 6. 只 式 的 i 与 名 ea 的 系数 相等 时 ， 贡 成 


为 对 原型 的 方程 ,一 般 可 有 书 表 示 成 
Yati tt 20 Yel =0U. (7 .| 
避 的 特征 方程 的 根基 
Mbt ml, hm~b—\ 0 —1, 
向 于 hha 一 ,为 了 稍 单 超 见 ,可 以 取 为 一 hh 一 A 风 一 般 解 
为 
yz 十 BA, (7 ,2) 
共 中 4B 为 任意 常数 。 
特别 当 8= 土 了 了 时, 及 一 bs 一 二 1 为 重 根 , 由 恰 .13 式 ,gs 取 下 
出 浇 式 : | 
当 癌 =] 时， yz = (4+ Br) 一下” | [7.8) 
当 了 一 一 上 时， Ws 一 和 -FB 
毅 面 已 经 敲 过 ， (7 . 久 的 解 可 以 用 指数 画 数 , 双 曲 画 数 或 三 角 
醒 数 来 麦 示 。 人 小 就 
厚 ”了 原 池 训 为 作 . 了 -一 一 敌 者 洼 
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Yo Aer+i Be ™, (7 了. 生 ) 
或 恪 
yr —A sinh vw B cosh pe, (7 .BB) 
瑟 接 代 太 避 .1) 式 , 朋 得 关于 yw 的 特征 方程 
(cosh 而 十 已) =0., (7 .此 ) 


一 般 : 有 两 个 9 人知 满 是 这个 江 程 ,车 为 9 与 pe 由 因 pa 一 一 六 1， 


史 直 取 交 为 ga 与 sa 中 任何 一 个 , 例如 取 其 中 的 正人 秆 ;就 得 到 三 
程 的 解 ， | 


当 | 二 工时 ,区 式 的 根 是 碟 数 ， 此 时 若 取 


yz— A Bn pet Beos pe, (Ff .7) 

其 2 是 实数 。 将 (7. 站 式 宜 楼 代入 (7. 二 ) 式 ,加 得 确定 2 的 特征 方 
入 : 

2{008 wp 二 四) 一口 ， (7 .8) 


此 方 程 有 二 根 gi1，gs, 且 . a 一 一 g1s 可 过 到 9 为 其 中 任何 一 个 ， 
例如 取 9 六 其 中 的 正 秆 ,部 得 无 种 的 解 。 
最 后 介 示 关于 溢 分 太 种 的 运算 。 将 
Yrt2 Ye Yl 
用 记号 \4200)ys 表 之 ,再 对 它 作 关于 (4 十 253) 的 运算 , 肌 
(4 二 2 d+261) a 
— (Varia bi) 20 (qsr1 + 2 os 1) 
十 (ys D051 Ys) 
=Vzsa 二 2 (Di oa) yer Db 1) gy,. 
pn 1 十 -3 
这 是 生 阶 对 称 型 莹 分 右 程 。 区 与 运算 居 序 无 基 , 亦 序 对 (了 十 2 
进行 (4 十 251) 的 运算 可 得 相同 的 赫 果 。 ~ 
反复 进行 以 上 的 运算 ,一 般 ， 
(村 十 3 本 二 22 十 2 一 让 {7 .0) 


1 


和 7 和 和 称 型 刘欢 方 址 4 和 9 
表示 2m 了 萤 对 称 型 差分 方程 反之 ,2m 阶 对 称 型 其 分 方程 : 
> ti (gfy HT 人 一 1 二 0 (CF. 10) 


世 可 书 设 示 成 (i . 驴 的 形式 。 
在 这 里 我 们 首先 考虑 年 阶 方程 
【d 二 203 A 二 2 v0 
对 于 这 一 方程 ; 很 明显 ,满足 (4+280 9 一 人 0 的 解 也 同样 满足 于 4 
院 方 程 。 藉 因 是 对 于 满足 Cd 十 如 1 加 一 的 解 ， 

Yrta DsriT Yey 和 et1 二 30188 十 3 a Yr OY Ya 
前 等 于 涝 。 与 比 相 同 ， (4 十 232) ys 一 0 的 解 站 同样 满足 .上述 4 阶 
故 程 ， 

出 理 。 各 个 立 院 差分 方程 : 

C200) 0 =0, tAd+2po) vw =O ry dion 一 人 
的 解 都 满足 2m 项 状 分 方程 (7. 久 , 规 这 坚 2 阶 考 程 的 特征 方程 的 
根 为 

My PI 六 3 MAF; May Ma Ss hny Mm), 
朋 {.9) 式 的 一 艇 解 是 


yz 一 > (A 十 BBA") ， (7 .11) 
1 二 


由 于 3 阶 差 分 方程 的 解 也 可 写成 (8.11) 式 或 (6. 了 2) 式 ， 所 以 六 程 
(7 .9) 的 -一 般 解 但 可 尺 是 


ge 一 辫 ; [di exp(Jt) + Bexp(— Pm)]) (7. 12) 
或 ti 
gm 一 > LAsinh wt BP, oogh wr), {7.18} 
上 一 并 


我 们 很 容易 薄 明 : 这 些 pi 的 特征 方程 ,就 司 , 久 式 来 入 是 
2"{cogh gi dXcosh wat ba "(eosh pn dn) —=0, (7.14) 
而 就 47 .10) 让 来 说 是 
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2 (> a; cosh ip ) 一 和. (7.15) 
又 入 取 
一 疡 (hsinpotBiomps), (7.10) 
划 对 这 种 yg; 的 对 征 恩 程 ,是 将 C7.14) 或 7.15) 式 中 移 cosh 全 部 换 
成 cog 所 得 的 去 程 。 
8 非 齐 次 :方程 


出手 非 齐 欢 方 程 的 一 般 骨 是 它 的 一 个 特 解 再 加 上 齐 葡 方程 的 
一 般 解 ， 所 尽 在 解 非 齐 沈 正 程 的 过 程 中 ， 求 出 它 的 特 解 是 很 必要 
的 。 

仿 烙 定 嫩 阶 非 齐 误 胡 程 : 

tolls iyi Tayriat + ty — Ey, (8.,1) 

在 $9 中 将 说 朋 当 自由 看 开 。 是 某 些 特殊 的 夯 数 时 ,我 们 能 够 简 
半 地 求 得 它 的 特 解 。 在 其 他 的 情况 下 ， 一般 可 以 用 $5 所 说 的 
Jagrange 变易 常数 法 求 它 的 特 解 。 : 

也 就 是 : 我 们 堵 裔 (8, 了 式 所 对 应 的 齐 奖 方程 6. 小 的 基本 解 
为 直人 的 的， 人 ， 叉车 特征 邦 程 : 


轨 信 ) 二 go 十 入 十 Ea 十 十 入 1 一 上 (3) 
的 天 个 概 是 成 了 和 31 ~ A 著 入 由 前 面 所 说 的 | 
mm) = NM 地 一 二， 2， J 1) 。 (8 .3) 


个 设 划 .了 的 符 峥 加 (5.3) 式 : 
Pow) -0 mI mT) + at) ng (W)C . (8.4) 
为 了 确 写 玫 生 个 两 数 ct2) ,由 {8. 站 和 5, 门 式 得 色 下 刘 4 个 式 子 
MrAde (ww) + 723trdes 2 + to, (wy = 0 
(7 一 了 2 1 | (SD 
A Me tm Firat} 二 


$# 淹 六 次 万 入 31 
Bi 这 完 个 万 程 解 出 名 个 d5,(m) 从 而 由 
ei (8) = NS elfgy dm G1, 2, .1 (8.0) 


决定 ok: 然后 再 由 人 司 . 生 式 即 可 确定 特 解 7%o tv). 
但 是 , 若 特征 方程 嫩 . 纪 的 根 中 温 有 重 娄 ， 即 可 应 用 下 刻 方 法 
直接 求 得 eto) , 而 不 以 和解 联 站 方程 (8.5) 。 
和 6,2) 的 左边 除 以 入 一 和 加， 天 得 和 一 二 次 甸 户 式 


Bi = 也 二 避 0 十 且 访 十 本 a 十 十 村", 


其 中 ,i = 西 。 将 440 41 4 A 优 详 想 (8.5) 各 式 然 后 
全 部 彬 加 ,其 得 

A (Tm) Tt Ny 十 Acatwm) 十 

Ae tw) NFt1g, 0 二 "十 on Cw) NT pA 

由 于 

入 i 六 二 可 (六 一 条 关 太 一 六 g) 下 一 和 一 只 让 一 站 于 六 一 站 ， 
所 以 潭 于 除去 入 岂 外 的 根 加 os 全 部 等 于 圭 。 艾 若 训 2 天 
于 的 导数 为 pp 司 ， 期 由 于 or 一 9 WD, 所 以 王 式 变 成 

Ac mn) Mp NM — kK, 


战 
de (wy — pe (8.7) 
“(0) 一元 3 dzw， (8.8) 
于 是 所 求 的 特 解 是 
mw) = 袜 A hx， (8.9) 


将 此 特 解 与 齐 次 方程 的 一 般 解 相 肌 , 央 每 一 般 做 。 
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俩 11， 斌 求 常 柔 数 1 阶 状 分 方程 : 
Yrtl— C= hy tS.10) 
的 解 。 
由 于 等 征 与 栓 》 一 4 一 0 只 有 有 一 个 要 入 一 4 从 而 由 所 对 证 的 齐 误 方程 烙 
上 去 程 的 一 般 解 的 形状 为 
Wea tee or, 
为 了 注定 Cw), 我 们 在 避 . 纺 式 申 坛 #=1， 荐 
rtldetw) =F 或 den) =— Krol, 


卜 
-i 
ct) = QO 于- tT + , 
丰 
ge 一 Caz 十 or @ a 如。 (8,11) 
避 .14D 式 中 的 和 分 在 解析 上 是否 可 能 ,要 由 玉 x 来 决定 。 例 如 当 
Ks =br 
时 ,由 于 
d= — r= (tq— 1ar, 
B 坟 
Save - 
下 
$8) /3 
于 是 
mn 上 
Yr = CT a pt tS,12) 
然而 此 转 果 当 5 二 4 时 不 成 立 。 查 是 在 这 种 情况 下 ,由 
be 
Ss :x = S A 一 冰 ， 
序 得 . 
ye= Cm rat (Cnt+iar"t, (3.13) 
坪 总 。 斌 六 2 阶 太 程 ; 
Vzia tt yy t+ yrs= b? (BS.14) 


的 一 般 解 白 


$9 畦 萄 的 非 齐 次 方程 的 特 解 2 


由 于 
Pf 十 和 二 PP) 二 防 十 4 二 21% 十 22)， 
gt 二 0 的 根 是 
hy a= 一 富士 和 3， 
所 以 电 {8.5) 式 ， 


1 bz 
7 


1 pbs 
“TO 
和 全 一 衬 地 本 这 两 个 和 分 , 序 得 


1 五 Ye 
一 2w 3 1) (A 1 人 (全 一 33D 二 * 
凡 而 所 和 迷 定 的 去 程 的 特 解 是 


哨 
not) eT NT + oa (TN = b 


bs ， 
2 3b 一 2 2 3 一 和 
pz 


于 工 ， 
疏 一 般 解 是 


二 MT 十 局 3.T 了 十 (8B.15) 


bb” 
ba 4h+1* 
3 9 特殊 的 非 齐 次 方程 的 特 解 


当 非 齐 次 方程 (8. 了 ) 的 自由 项 下 ,是 某 些 特 殊 的 丽 数 时 , 我 们 
可 以 不 使 用 58 中 的 常数 变易 法 面 能 比较 简单 地 求 出 特 解 。 
1. 当天, 一 上 f(z) 时 这 里 的 ?是 常数 , fw) 是 2 的 mr 次 
有 理 整 夯 数 .在 延 种 情形 下 ,和 恬 解 一 般 取 下 面 的 形式 : 
yof2) =— bw (rm). (8 .于 
其 中 以 (w) 是 与 了 (le) 同 次 的 有 理 整 画 数 。 现 若 将 它 代 入 (8.1) 式 ， 
用 柱 
ow tr) eBburtl) + ts) C2) 
由 于 此 式 的 左边 与 了 (ww) 是 辣 光 Wm 次 1 的 有 理 区 夯 数 ,所 殿 谋 过 蔡 


234 第 3 章 常 隶 数 炉 性差 芬 方 稳 


护 2 的 元 黄 理 , 旧 由 各 再 的 柔 数 等 于 了 tw) 的 对 应 项 的 系数 ,从 而 
可 以 全 部 羽生 出 苹 ( 二 的 系数 . 

但 年 若 ” 三 尾 得 谋 程 

PI) 0 

也 根 时 ,上述 磊 哇 不 能 使 用 。 

理由 : 将 brwtz) 和 代 大 方程 遇 , 也 和 苦 将 让 促 十 二 让 如 十 及 ， 用 
J 一样 将 
由 更 

Pb) u(r) + pp’ (hb) Ma (wm) + big" Cb) A (C4) /21 + 
+ bpn Ch dm (tw) /nl = FLT), 从 .3) 

者 是 w(t 二 9 的 模 , 央 PB 二 0 因此 为 了 鱼 坦 .及 式 成 让 ，gt) 的 次 数 必 
秆 基 由 十 1 因为 这样 各 (的 寺 与 了 to 同 次 (mx 莹 ) 。 

一 般 , 才 8 是 yy 以) 一 0 的 ? 重 根 , 书 由 

一 向) = (= 0) =0, 


orp) Aratw) 二 Bdwtwm)=Fe),. (9.4) 


”| 
为 了 司 此 式 成 开 ， 副 &tw) 必须 是 十 7? 次 团 数 。 开 就 是 膏 , 在 这 
种 情况 下 ,一 般 应 有 
ww) C—Oo+ Ow 二 二 Om 
rn (9.5) 

式 中 的 十 上 个 系数 ym …， ?yn+ 是 由 比较 坦 , 重 式 两 边 深 数 来 
淡定 的 ，Co， Ca pp PP 是 任 将 常数。 会 有 Co， …, 已 -3 的 项 ， 
如 避 .6) 业 式 所 谣 的 ,是 在 齐 次 太 程 的 一 般 解 〈Co 十 Da 十 Dao 十 
十 Cr 地) 全 中 所 含有 的 。 

呈 . 当 关 一 天 常数) 时 此 付 58= 了 I 了 (9) 二 长, 占 可 联 业 w) 
= 第 数 ) ， 将 它 代 大 ,2， 典 


ee 


四 原 蔬 识 为 {0.5)。 


Ty 


发 者 广 
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kk 


claot-w1P te ) = WN) = 
(an 1 a) 了 ) to 二 i 十: 十， 


网 竺 和 解 
££ 
to 二 站 二 " 
但是 当 tw 十 下 十 Wi 二 0 时， 上 上 式 不 成 并 。 扯 时 =1 基 特 征 方 
程 的 模 , 一 般 , 当 上 = 是 gg (A) --0 的 7 重 根 时 ,由 于 宙 =0, 所 以 
由 浊 . 怒 式 , ‘i 二 wlw) 一 YP 但 由 

本 人) = yAdv = yr1, 
而 ?十 内 以 土 的 嫩 分 至 部 为 寡 , 斯 志和 昔 痛 下 代 人 志和 了 ， 出 得 


(CDyrl= 下 或 了 = 帮 /pmGD。 


no (wm) 一 全 《人 人) 一 (日 .各 ) 


这 蛙 解 是 
kK ， 
mt) 一 OCT 2， (9 . 门 


3. 当 K,= 刀 时 ”对 这 种 情形 , 由 于 f(z) 一 1, 因而 wko) 是 
之 数 , 识 为 4 居 由 9.3) 式 ， 
PD)=1, Y=1/p'(D), 


mo 人) -087 (9.8) 
利用 这 些 , 8 8 的 例题 的 特 解 可 以 立即 求 出 。 
若是 gp (=0 的 * 重 根 , 则 &(o) 一 yw 与 玉 ;= 的 情形 
一 样 ,可 以 得 到 它 的 特 解 


p+ mF 


no (站) gb) (0.09) 


4. 当 攻 ,是 三 角 图 数 或 双 则 图 数 与 有 理 整 图 数 的 乘积 时 当 
下 >z 基 仁太 敢 ) 到 /tp) ;之 利 时 ,由 达 加 诛 理 ,其 特 解 应 等 村 上 ， 
是 他方 6) ， 六 fa (0) ,一 等 的 特 解 之 和 .， 然 六 由 于 三 骨 疼 数 及 双 
后 图 数 可 以 改写 成 指数 画 数 的 形式 、 所 以 当 上 y 等 于 这 嘴 图 数 与 
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ft) 的 琵 积 时 , 其 特 解 显然 用 前 面 所 吝 的 方法 可 内 求 得 。 但 是 对 
于 上 坟 , 一 了 wsin or 或 了 (tw) oo0g ax 时 ,我 们 全 


mol) = Sin os btw) cog A, (9 .19) 
对 于 二 sw) sinh az 或 了 ecosh az 时 ,我 们 全 
nots) = ty) sinh as + ym) cogh aw, (9.11) 


可 雇 二 接 求 由 特 解 。 其 中 w(%) 与 vtw) 是 与 了 (2) 同 次 的 (mm 次) 有 
理 整 面 数 。 
例如 长 = 一 了 (ojiaim axw, 天 将 (9.10) 式 代入 (8.]) 得 
tou (rn ar t+ ais+l1) sn a(wn1) 十 … 
十 gg 和 人) C08 owt mv w+ 1) cos atgt+1) + .= f (lw) gin av, 
9 用 三 簿 公式 ,上 式 可 收 写成 ， 
fw anarvid lr) oo aro fiv) dn oar. {9 ,12) 
其 中 六 (0) 本 (ww) 是 与 站 rw) 赔 交 的 有 理 整 泗 数 ,由 (9,1) 式 , 得 到 
Fg) =f (2) Go) =0, 
从 而 可 命 玉 (9) 与 (vw) 的 各 项 系数 相等 ，G (2) 的 分 项 系数 为 等 ， 
由 了 紫 得 到 2 十 十 个 条 件 , 可 以 确定 出 ww) 与 v(x) 所 合 的 
2 4m 十 1 个 未 知 系 数 。 
例 芋 解 yz13 一 13yry1+12ys 一 3, 
此 时 特征 汉 程 其 
PH) A 13+12=0, 
蕊 的 根 为 1 3，-4， 由 于 瑟 =3 与 其 中 一 根 相 等 。 故 取 = 1 用 (9.7) 式 求 
特 解 。 占 
p= B12, gp'(1) = -10, 
得 到 特 解 
m0) = — 
因此 一 般 解 是 


二 
go 一 Di 二 Cs3 十 Ce( 一 和 7 一 下 和。 
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例 2， 解 yern dy 
了 斑 叶 百 = 工人 ) 二 交 人 二 二。 秘 鲍 二 特征 天 和 实 的 根 为 
， hj jo 二 一生 十 3 
而 下 = 工 丰 每 它们 相等 。 愉 而 可 驶 


0 二 = 十 由 十， 


人 天 所 答 的 十 程 状 加 以 整理 , 则 得 
Ba 二 二) 下 十 (十 弛 十 旨 ') 一 和 十 十 站， 
比较 等 号 琴 演 同上 娄 项 的 系数 :得 到 
n=—1/6, b= lB, .r=—118, 
故 所 粮 方 程 的 一 般 解 鸭 


ya CIN 4 Oe+ (328 一 az 一 全 ， 


其 中 是 和 ay 和 中 的 任何 一 个 。 
例 3. 和 解 Wott 士 证 Wo- 一 并 SI AU 
为 了 求 它 的 特 解 ,根据 地 .10) 4 几 艇 


人 一 是 SITE 十 再 DOS GE 


将 它 代 天 所 糖 的 方程 并 进行 整理 ,其 得 
(b+2 009 mr) CA Bin as + B eoa or) =k ait er, 
线 较 商 边 同类 项 的 邓 数 ;得 出 
208 十) 是 一 下， BD, 
这 和 和 解 是 ， 
。 下 品 ] 
om) = sin arm io 


加 上 使 所 给 方程 帮 边 为 翟 而 得 到 的 章 次 方程 的 一 般 解 ; 女 得 所 答 非 谋 式 方程 
的 一 诸多。 

但 是 , 当 5= 一 2 eos a 压 , 七 式 不 再 成 立 。 这 是 因为 在 这 种 情形 于 特征 方 
召 : 

由) 3 一 全 6os cx 十 1] 一 站 
的 很 和 一 eos ai sin ay 竹 就 是 Mi= ens 29=0- 所 对 应 的 许 欢 方程 的 
Ce + Oivr 了 Cr Sin a + Ug G05 oT, 

内 而 可 凤 前 面 所 每 的 特 解 等 于 上 列 许 次 碳 程 的 等 解 之 一 。 


2 第 8 人 洁 党 好 数 严 性 茵 由 万 稳 
] 攻 上 申 :, 生 处 
qn 一 A sn ow Hr Pos oa, 
就 可 隶 得 占 程 的 特 解 。 费 将 上 述 mt 代入 质 奏 方程 ; 癌 册 考虑 到 
b= 一 2 cos 4& 进行 整理 ,合肥 了 的 珊 检 消 , 其 得 


SAIn oens WE — 2B sla sn ar=k sin mr 


从 而 
4=0, B= —E/(2 sin 可 ) 
于 征 
a CDOS oT 
WT ne 
一 般 解 人生 
a ;tr , 
yn = SIn am 上 [Ca >) 局 DO 立交 ， 


4 10 着 分 方程 在 秆 构 力 学 上 的 应 用 


EL 连 和 栋梁 
将 断面 一 定 、 全 部 路 并 (span) 相等 的 连 种 深 (图 10. 了 的 支 
太 儿 .上 有 的 窒 曲 力 和 类 取 作 过, 肥 有 三 诊 短 定理 


时， 十 4 了 -十 和 一 一 五 。 (人 .了 
心 于 一 外 4 工 中 | ™ 由 
! [一 中 1 ! 
le 图 10.1 
其 中 :是 全 戟 项 , 凌 值 由 在 忆 上 成 的 左右 的 跨 上 所 负荷 载 而 疼 
证 。 
(0 .二 起 所 对 应 的 乔 殴 瓦 程 的 一 般 解 ,按照 8 或 89 的 例题 
用 做 法 , 匡 
有 一 Chz 二 Co， 一 一 2 二 3 (10 .分 


车 将 共有 加 上 (0,1) 的 特 解 , 束 得 到 一 般 解 。 
a) 当 各 跨 包 担 相 铬 荷载 时 此 时 兵 。 是 与 2 无 关 的 常数 六， 
HH .6 二 2) 一 一 五 /68, 从 而 一 般 艇 


$ 10 差 号 方程 在 糙 析 力学 上 的 应 用 2 
E 
D 时 
其 中 Ca，Ca 为 尾 意 常数 ， 由 这 办 条 件 来 确定 。 当天 问 为 竺 支 时 ， 
M6 二 人 0， 六 ,二 0, 所 以 

Ca 十 sa 一 车 = 二 册 ， OA Osh 一 下 7 一 DD 


型 ,一 Cs 十 Cr 一 (410.8) 


1 


放 
下 mE 
OT GH’ (3 6TH 
代 天 (10.3) 式 并 加 以 整理 ,有 
__Kk a 
MS= (1 i ) (10.4) 


由 于 入 = 一 0.2679, 所 以 当 跨 数 % 培 大 时 , 对 于 1 来 祝 ,分母 
的 知 可 以 省 略 。 也 就 是 
型, 一 一 政 代 一 je 一 jnre /6, (10.5 
又 当 ? 雯 天 时 ,在 中 央 支 点 上 入 与 和 "> 都 趋 近 于 雳 ， 折 届 a, 
可 以 近 俩 地 写作 “一 
Me — kk /6B,.- 
例如 泡 布 荷载 六 作用 于 梁 的 全 长 时 ， 由 手 玉 一 PW12, 所 以 
一般 ~- 
,00 
生 洒 路 的 池 模 深 的 申 央 部 分 
于 — 2 13. 
b) 当 仅 有 一 路 有 和 荷 摇 作 用 时 ”例如 仅 在 支点 6 一 1 与 之 间 
有 荷载 时 ， 开 。 除 玖 ，, 与 让 ;之 外 从 部 为 圭 。 也 就 是 
< 出 < 一 了 彬 十 4 籽 十 时 一 日， 
由 一 站 一 于: M, ,十 4N 1 二 + MG= — Ki, 
让 二- Mj 4d MO= kK,, 
rE A i 二 ,=0. 


(10.7) 
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才 将 器 一 式 与 第 四 式 分 别 状 虚 作 不 同 的 齐 次 方程 ， 基 其 一 般 解 由 
(10.2) 式 可 以 号 有: 

D1 计 5 一 -AAS 十 Ba?*, 

[ aM, =: or pa | 
其 中 的 西 个 常数 可 确定 如 下 ,也 就 是 由 条 任 好 "=0 与 型 ,=0, 得 
= 


(10.8) 


A+B=0, Oh Da 0. 
区 出 区 ==$ 一 1 与 一 的 边界 条 件 , 也 就 是 将 (10.3) 式 代入 (10.7) 
的 党 二 与 党 三 式 , 得 到 
ANT + BA UACANTT + BAD ON DMI — KE, 
A + BA T+ OMT DD OM DMD KF,, 
由 这 四 个 式 子 就 可 解 出 4, B, 0, D， 和 由 4= 一 B, CC 一 一 和 -22 万， 
所 以 . 
* Ori—l1: NM.= A40—%”), 
DT 一 
其 中 4 与 0, 当 六 ; 鞭 定 后 ,可 由 后 二 式 定 出 。 
2， 中 了 点 支承 的 壮丁 的 稳定 问题 
如 图 10.2 所 示 ， 在 长 为 好 , 中 间 的 支点 为 I，2，…， n 一 的 
杆 上 有 侦 方 克 作用 时 , 莽 使 此 杆 发 生 搁 曲 时 的 六 的 值 , 也 就 是 所 
求 的 屿 曲 荷载 。 


图 110,9 
发 夺 的 材料 的 Young 模 量 为 如 , 断面 慌 短 为 了 . 
当 杆 发 生 了 镀 曲 ， 旭 这 徐 发 生 作用 ， 老 验 在 支点 % 的 桨 类 为 
巡 。， 旭 从 和 芋 构 力学 教科 书 中 知道 :关系 式 
Mtn 二 t=O (10.9) 


$10 莹 分 坟 程 在 竺 构 访 学 上 的 应 用 + 
欧 革 ,其 中 


w= snoracse, aly 六 (10.10) 
a—aina 


(10.9) 式 是 2 阶 对 称 形 齐 次 方程 ,人 。 的 一 般 解 可 以 用 三 角 
历数 麦 未 。 印 
NW Asin pet+ Beogpr, 部 一 G08 lit—m,. (I0.H) 
a) 两 端 可 屿 动 的 情形 此 时 边界 条 件 是 Mo=0，M,=0， 
因而 
Mo—0: AxOT+Bx1=D, 
» M0;. Asinnpt Beoonp=d, 
由 第 一 式 得 了 一 0, 再 由 第 二 式 得 4sinng =0. 这 一 条 件 电 为 
丸 一 0 所 满足 ， 但 此 时 于 恒 为 等 而 与 刀 无 关 。 这 与 撤 昌 的 条 件 不 ， 
合 。 所 以 必须 . ” | ~ 
din ng 二 0 , (TO.12) 
内 是 


多 一 下 ‘一 0, 1, 2, “…)， 
yp 家 这 些 值 时 ,由 (0.1D) 式 得 到 上， 从 而 a 的 值 可 由 


物 一 六 
所 c08 — c08 ~ 一 本 中 [8) 


列 定 ， 更 定 了 吕 其 后 ， 划 接 曲 荷载 为 


oa EI 
1 


因为 六 百 可 以 征 需 或 是 任意 的 整数 ， 而 车 取 正 值 , 出 eos pp 除 


co8 一 (= 人， 1 pA 


(10.14 


等 nn 十 ] 个 值 以 外 ， 没有 其 他 不 辐 的 值 。 因此 车 人 性 % 一 7 一 一 出 
(0.131 化 作 
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~ SAA og LT (G0, 1, 2, ,Wn), (10.18') 


x— aNna 这 
由 此 得 到 nn 十 1 个 不 同 的 yw 值 。 
为 了 由 上 式 确 定 a, 葵 出 a 与 上 的 关系 如 图 10.8。 由 于 
一 4c05g 志 1, 由 图 可 知 , 对 于 h 十 1 个 不 同 的 cos y 的 每 个 值 , 注 
证 (10.13 i) 的 a 有 无 数 个 ， 


ATTT 
-eae 
了 


图 0.8 


然而 将 荷载 玉 自 0 逐 活 填 大 时 , 由 于 a 也 从 0 深 渐 培 大 , 所 
以 可 以 取 满足 (10.18 人 ) 式 的 a 值 中 的 最 小 者 为 措 昌 开始 产生 的 情 
形 。 出 就 是 取 对 应 于 % 一 0tp 一 Tw) ,或 握 co90=1 的 a 值 , 普 印 
a 一 x。 攻 最 小 的 撞 曲 荷载 是 
N= wr 
此 式 与 跨 数 无 关 , 它 与 从 Buler 公式 所 得 出 的 南端 可 转动 .长 为 ' 
的 杆 的 撞 曲 是 一 致 的 。 
在 这 种 请 形 下 ， 支 点 的 侮 短 是 了 Hs 一 4 sin xx， 它 对 所 有 的 为 0。 故 所 


曲 产 生 与 否 有 必要 仔 灯 推 资 。 为 此 , 将 措 曲 的 杆 的 变形 由 诗 构 力学 的 定理 求 
之 ;由 图 功 . 生 得 到 


《410.15) 


$ 10 游 对 为 程 在 烙 构 力 学 上 的 度 月 3 


Ms 4 ”| Ms 
"Rn 
Ne 
图 0.44 


Ny ein a= Mo(sin of'—t' sin a) -Men (sinat—# sin ow), (10.16) 
在 过 点 z 处 导 =0,== 了 )， 求 六 二 甸 /d# 央 z 
N. (yo Bin a= (0 — Mn oe) (uN, 十 理 。 3 (10. 17) 


将 于; 二 如 Dn pz 代 大 ,并 洪 由 到 五 二 一 B08 中 下 全 二 站 三 于 进行 整理 后 得 到 
N= (y's Ar C08 wi {40.19) 


出 此 ， 饶 知 所 站 0 因此 , 即 匡 当 8 二 x 也 有 于 x 二 0, 但 Ws 不 等 于 区 以 而 
可 知 会 发 生 扫 类 ,这 种 情形 的 撞 湖 昂 加 10. 3 其 未。 


-图 可 .5 


其 次 , 研究 a>z 时 的 捧 萌 形状 ， 以 m 一 2 的 情形 为 例 。 此 时 由 (10.137 
式 ， 对 的 3 个 慎 : 0, x/2, x ;得 到 = 一 1, 0; 工 而 
当 上 一 一 1 时 ;4=2x) 4r, 6 … 
“00 时， a=1.430r, 3.469r, 3.471x, … - 
3 一 工时 ， 点 一 开 2.87Br, dx 和 .930Y 1 Dear, rp 
其 中 4=# 的 情形 是 与 前 而 一 样 的 ,对 于 其 次 的 佳 <=1.430x，. 


N 2.046 TE ci0.19 


1 


此 时 Pp 二 夺 沽 


Hi=0, HI = A sn 4， MM,=0，, 


从 而 由 (了 9.16) 式 求 从 支 感 0 到 区 点 工 之 并 的 形变: 


a, y= -4(-sm， sin 1， i +€). 


而 捷 划 的 形状 如 园 功 .6 所 示 。 
又 对 于 更 太 的 & 信 ;有 
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=r 和 1 一 日 


cc 一 2.469x (@= 豆 : N=6.047 和 1 M1= A, 


这 些 搁 曲 的 形状 如 图 10.6 所 示 。 


音 三 亚 
nt 人 Te = 
&= 1.430x 
痢 一 相克 
a _ Te 
I 二 2 - 
' 上 
_ 图 10.6 


b) 两 端 固定 的 情形 ”此 时 边界 条 储 胰 
wo M0 RY, =0., 
将 其 代入 开 . 的 一 般 解 (10.11) , 怖 开 到 j= 一 coa pp， 进 行 整 理 ， 
几 得 下 烈 两 式 
"Asing+Bx0=0, 
. Afsinin—1lgp—o0s w sinno] 


于 


十 Bleos (一 二 六 一 c08 moonp] =0, 
为 了 不 使 4, 了 B 同时 为 雳 ,必须 


HIN 八 .1 0) 
Si 一 二 六 一 CO psinng co tn—1}p— cos 0 CO8 tO 本 
加 以 整理 后 ,得 出 
Ain? w sin nw =0, (10.20) 
从 而 z 


中 FF ' 
0,1 9， 


其 辕 果 与 两 端 为 可 转动 时 完 生 由 同 , 因而 最 小 抄 曲 荷载 是 
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Pp 一下， 人 亦 序 所 一 一 cos p 一 4 一; 的 情形 。 但 站 时 
MW,— Bo nro (—1)°B, 
代 天 (I0.17 式 ,得 到 
N.Y) (DB(2-a -二 cs ) 


S10 人 


取 4= 交 ,出 由 


加 =x Ne 
得 不 . (ys 二 (一 四 "2B, 因 之 只 要 B 卫 0, 则 (1)s 不 为 零 。 然 而 在 
两 端 固定 的 情形 下 ,必须 有 (yo 一 0，(9y 站 ,一 0, 所 以 一定 为 条。 
改 Js 恒 为 零 , 从 而 不 能 产生 抄 曲 。 
在 这 种 情形 下 求 搁 虹 最 小 薪 载 时 ， 可 以 从 满 是 (10. 13) 的 a 中 
” 取 a= 以 后 的 值 。 贡 就 是 使 
一 下 ow 
Ee 


=— 0 下 一 608 一 - 


的 a 值 中 的 最 小 值 , 亦 艺 . 
当 n= 时, a=2m; 当 n= 二 2 时 , 0 一 4 .480m;- 
当 n=3 和 村, 0 一 1 .228g; 当 %=4 时 ,a=1.188%;:…. 
这 样 在 郊 跨 情 形 的 接 曲 荷载 是 
Nh Ta, 


此 处 
hh—4.0, ba=2.046, Fe—1.507, k=—1.295, 

当 跨 数 增 多 时 , a 和 ~ 逐渐 地 趋 于 a 一 w, =1， 就 是 还 浙 驳 丰 
于 两 端 为 可 转动 时 的 情形 。 


寺 于 这 些 六 值 , 据 曲 的 形状 如 图 功 . 了 7 了。 特 吧 对 m = 一 3 的 情形 , 由 下列 各 
个 a 的 值 y 得 到 揣 有 曲 荷载 与 捷 曲 的 形状 如 图 功 . 3。 


5 第 3 章 常 邓 数 缕 性 差分 方程 


-一 用 二 24 后 人 


=" 


+ - F 
中 二 全 ,445 中 
一 -一 一 ~ 一 一 ~ 长 一 N= mn 
学 
0 
一 一 一 ~ 一 一 > 长 一 +"- 名 


图 10.8 


+ 


3. 以 弹性 支承 敏 接 种 辕 的 杆 的 稳定 问题 
如 图 10.9 所 示 , 衣 有 %* 条 下 杆 为 镑 接连 精 , 贸 点 在 横向 税 弹 
性 支承 。 印 某 化 点 2 在 模 的 方向 位 移 了 yz 时 ,与 芯 点 的 反作用 力 
Es 之 问 有 关系 
。 R= ky, (10.21) 


区 10.9 


和 今 在 法 样 速 灯 的 杆 的 两 端 加 颂 力 N, 并 使 本 还 新 壹 大 而 达到 革 值 
时 ， 杆 所 连 辕 成 的 直 和 缕 形 的 平衡 被 破坏 各 个 支点 作 横 向 向 性 称 和 而 不 
稳定 。 但 由 于 杆 本 身 很 坚实 ， 所 以 在 上 述 不 稳定 状态 中 杆 本 身 不 
有 发 生 撞 曲 。 ~ . 

在 这 种 情况 二 ,支点 作 横 向 位 称 , 由 精 构 力学 上 的 定理 ,有 


kt 
Yl (2— 全 ) Ys Yr 0, ‘(10.22) 
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这 是 2 阶 齐 次 差分 方程 。 其 一 般 解 为 


ge 
2N" 


苦 将 和 拓 界 条 件 名 = 二 0, gy 一 0 代入 , 居 与 前 例 一 样 得 到 

B=0, AAsnnoe=0, 
车 委 与 旦 同时 为 喜 , 草 Ys 恒 为 等 而 与 8 ( 亦 外 与 让) 无 美 , 这 是 平 
衔 状 态 。 因 而 不 稳定 情形 就 术 能 不 是 


Yd sin pw 十 召 cog yr, co 万 一 工 一 


sin ng —0. (10.23) 
由 了 此, 与 -上面 一 样 竺 到 
p= (r=0, J; 2, …, 0). 
" kt - 
N ~ rior) (10.24) 


求 术 , 这些 育 的 最 小 值 就 是 临 表 荷载 。. 
然而 在 此 nn 十 4 个 8 值 中 , 当 7=0, 7 一 nn 了 时， 
yz 一 站 Sin0Qxw 斌 思 一 村 din ww 
NEE ys 恒 为 震 ， 只 而 这 两 个 值 岂 须 除 外 。 于 是 当 coa 2 取 最 小 值 
时 , 亦 邹 9 一 《一 下 了 时， 为 最 小 ,因而 临界 荷 坟 


N10.25) 


2(1 — eo MT ) 2(1 十 cos 到) 

2 nn 一 2,，8,4, 5,，…… 时 ,上 式 分 图 为 2.0, 8.0, 8.414, 8.618, .…，. 
当 mw >co 上 时, 蕊 赵 于 二 

区 各 个 去 点 的 位 移 是 


， ， 。 屿 一 工 
ge = A sin 


mT 1" sin 一 多， (10.268} 


甚 图形 如 图 认 .10 所 示 。 


路 | 弟 3 芋 常 染 数 糯 性 着 努 方 可 


图 ”410,10 
注 右 ”在 Bleich-Melan 一 书 中 (参半 本 书 最 后 一 页 ), 特 119. 站 ) 式 取 人 
2 ' 
= 了 (1+o0s 开 )， 择 提 到 “m= oo 时 = 地 这 是 鲁 况 的 。 由 上 的 因 区 


来 看 ,也 复明 蜡 。 部 由 (0. 2) 式 , 天 是 [ 轴 ]/[ 长 ] ,而 六 是 [ 力 ]， 所 氛 必须 是 
Ne bt, 


$5 姑 联 立方 嫉 
肯 gr, 2 tr … 为 自 变数 z 的 浇 数 , 莽 盖 分 方程 组 。 、 
Dayeyt been + omrsst .eK | 
z Sagert st wt Ks, | 11.1) 


Tote + 多 Dizeii 十 六 Crt Ky, | 
叶 伏 圈 攻 差分 方程 - 式 中 的 x，5, 6，… 是 与 4 无关 的 常数 。 一 般 ， 
徇 成 联 让 志 程 的 营 务 方程 的 个 数 必 须 与 未 知 汞 数 的 个 数 相 一致 。 
k,n 全。 nit, No!, ‘a mR … 人 分 别 是 各 个 董 分 三 称 
天 于 和 sr，tss … 的 阶 数 。 、 
1 .消去 法 从 (11 .路 式 的 第 二 式 , 第 三 式 ,… 解 出 6， wws，… 
亦 部 将 心 休 表 为 只 的 丽 数 ,然后 代 和 大 第 一 式 , 得 到 仅 含有 名 的 着 


分 诺 程 。 记 天 此 ， 7 02 和 ui 中 的 最 大 者 分 别 为 
, It, 入) 莉 桨 去 iny Wns …- 后 所 得 ns 的 差分 方程 的 阶 数 
$ 扣 站 汪 ?十 各 十 ， 


因 才 它 的 一 般 解 合 有 8 个 尾音 常数 。 而 且 由 于 zw … 的 一 般 . 


解 是 由 Ys 的 一 般 解 开 决 定 的 ， 所 志 Try ry 一 的 一 般 解 也 例 有 同 


好 


$i 联 空 方程 人 
样 的 s 个 任意 常数 。 - z 


箭 二 |]: | 
Wri yn Yen So = | 


yet — 2 be 
其 中 站 一 2 入 一 页 3 关 号 。 事实 上 我 们 落 将 二 式 相 功 , 消 去 E+ 起 得 到 
> Sp Yrs 0. By 1 一 个 .下 ， ， 
由 此 作 负 和 ,ay 再 代 大 防 立 方程 中 尾 一 式 } 郭 得 下 列 3 阶 差分 方程 : 
28s+3 十 28rrt 十 78a 十 加 -1 一 下 = 十 起。 ， 
:一 航 也 可 坟 按 下列 肪 和 友 进 行 。 订 尘 于 Way Sp 的 差分 运算 竺 号 为 
Dr) ， Dal2) ，…, 则 对 于 gz 与 ;的 联 剖 差分 方 各 : 
Di + 了 Da) =Eoy Di + (=r (C1. 
.可 以 如 下 地 来 进行 。 将 《了 . 久 式 中 的 第 一 式 作 关于 D 的 运算 ,将 第 二 式 作 
基于 Da 的 运 代 ,期 得 1 
mfD y+ Dt D(a) de DDE), 
Dal Dy PY + Def Ds (的 = Do( ED). 
由 于 Das| Dat3) J = Do[ i (2) ]s 所 地 将 上 玉 两 式 相 减 ， 即 竹 羽 贫 有 的 于 分 方 
. 程 : 
PCD I DAD I= KD -DoED. (11.3) 
2. 应 接 解 法 联 坪 差 竺 方程 C11.1) 的 一 般 解 ,也 可 以 直接 时 
求 。 但 是 各 洲 分 方程 必须 是 齐 次 方程 ,或 是 特 解 容易 求 得 的 非 大 
亦 方 程 。 
现在 我 们 光志 01.1) 式 的 左 过 的 大 衣 交 项 双 部 等 于 震 的 联 六 
齐 次 凑 分 方程 。 在 寻 种 情形 下 ,我 们 交接 取 
ys— A go= Bh wre—ON, (11 全 
其 中 4, BO， ey 将 (11.4) 式 代入 竹 定 的 联 立方 程 ,并 
消去 公共 因子 ;*”, 即 得 


ASaNtBBM+O Dont =0, 
二 必 {二 让 + 一 必 


Ri ， 从， Ys 加 (‘11.5) 
AYon BDNFO Pon.…=0, 
T 一 必 一 各 二 二 尾 


[和 


Eb ; 第 3 章 阅 双 数 提 性 荆 妇 方程 
将 此 式 看 成 关于 4，3，C，… 的 联 立方 程 , 那 么 为 了 求 得 不 同时 为 
零 的 4， B, 人 四 必须 


To: Eon Fon 
gp 全 一 | 了 ai Eb TeX l=0. (16) 


页 这 昌 就 是 关于 (1 . 耳 式 的 特征 方程 ,由于 此 式 的 和 是 * 次, 所 以 
一 般 得 到 3 个 根 。 _ | 

由 于 gp ( -0 查 味 着 /4， 8B, 0,… 不 是 粮 性 独立 的 。 世 就 是 
车 性 意 指 定 和 4, 8，O，… 中 的 某 一 个 , 则 其 他 的 每 一 个 都 可 以 由 此 


而 表 东 出 素 。 讽 和 如若 指 定 4 一 i, 朋 - 


A=1, B=arl1, 站 一 or - | 
其 中 必 ， a"，… 由 (II. 同 式 决定 。 也 就 是 车 将 上 式 的 4， B,D， … 
信义 [11. 久 趟 ,部 得 

0 DDN are 二 一 

人 全 二 《I1.7) 


呈 本 和 电 唱 由 唱 


时 


从 而 可 以 确定 出 a， a Ts 但 是 ， 震 丽 doy ery Tis 的 个 数 为 
mn 则 由 MLL. 7 式 得 到 站 个 式 子 , 而 决定 wy，a ， … 所 必须 的 共 是 


其 审 员 一 于 个 ， ,剩余 的 工 个 与 此 m 一 工 个 不 是 碟 性 独立 的 ,下 可 以 用 宅 
玉 驴 算 我 合算 出 的 粘 果 。 
狂 定 了 》 me 以 后 ， 
J sa， 1 一 在 
即 为 联 立 齐 次 方程 的 一 个 特 解 。 然而 入 一般 有 3 个 不 同 的 要 ja， 
Xs， Xs，…， 而 对 于 其 中 每 一 个 都 可 决定 出 一 租 of， a"'，…, 因此 得 


‘ 


到 CT， oa, "ts 211 da 站 … 于 是 联 立 齐 识 瑟 程 的 一 般 解 可 避 


霄 示 成 下 列 形式 : 


$11 联 冯 方程 4 
条 一 个 1 十 人 3 十 二 ，，, . 
2 = ON 二 OT (11.%, 
~ i a ， | 


当 特 征 去 程 (11.6) 的 根 中 有 重 根 时 ，(II.8) 式 不 成 立 。 便 如 和 有?r 和 
根 ， 则 除 入 以 外 ; oh oz -rz 都 是 yz 的 独立 的 特 解 。 这 是 联 立 差 
分 专程 由 消去 法 可 以 导出 仅仅 美 于 ys 的 礁 一 的 方程 ,如 在 6 所 述 这 是 很 明 
是 的 。 而 且 对 应 上 壕 9 的 特 解 ，z， wz，… 的 特 解 是 yi 的 特 解 的 多 性 醒 数 。 

例如 > 是 0L. 的 的 二 重 根 时 ,除了 

ge 一 入。 BoE We NR 
以 外 - 
Y= sn= 0 (tA NA we=a (wt A NT (11.9) 
和 是 特 解 。 此 处 6 Ar … 必 须 选 操 如 下 。 也 就 是 将 (IL1.9 式 代 大 所 答 定 的 
联 立 盖 分 方程 , 则 得 
tr 

Bas (WO Eb (w+ B+ NE Bt 
稍 去 姑 后 ,上 式 可 改写 为 

wom ea hh ont 

+ (Poi + Eh Np" 二) +) =0, 

TA 二 - 

+ (aini 寺 ew (8 十 从 和 十 一 和， 
要 这 个 式 子 对 于 任意 的 x 都 成 立 ) 也 就 是 要 这 个 式 子 与 < 设 有 关系 。- 那 勾 z 
的 采 数 必须 全 部 为 规 。 然 而 这 样 得 出 的 态 程 与 (11.7) 式 完全 相同 , 故 若 a， 
a … 是 由 t11.7) 式 所 确定 的 , 姑 上 式 中 与 4 无关 的 项 必然 是 霉 , 从 而 可 以 决 
完 局， 及 若 针 Yoy #09 me 的 个 数 罗 站， 昭 册 上 丸 的 条 件 所 得 的 式 子 
的 个 数 虽然 也 是 #, 得 其 中 有 一 个 与 其 余 的 sn 一 1 个 妈 是 太 性 独立 的 , 所 以 由 
此 n 一 1 个 式 子 具 能 确定 8 一 1 个 PB 

入 上 的 韦 法 可 以 推广 到 特征 洲 程 ( 民 . 的 有 3 重 以 上 的 秦 重 根 时 的 情形 。 
3. 联 立 非 齐 次 方程 的 特 解 ” 详 立 非 和 卉 次 考 得 的 特 解 合 ,可 由 渤 如 原理 


起 - 原 书 开 为 特征 。 一 一 租 者 注 


委 第 1 章 常 深 数 科 性 什 秀 放 程 


得 出 。 亦 即将 只 有 第 一 式 是 非 齐 区 证 程 时 的 特 解 , 只 有 第 二 式 是 非特 次 方程 
时 的 特 解 ，… 相 如 而 得 出 。 因 此 在 这 里 我 们 只 考虑 例如 五 = 不 为 等 的 情形 就 
. 种 了 。 此 寻 将 总 。 由 东 成 Ec 一 05f co) 的 形式 (过 并 和 9) , 则 - 
ye br) 一 beat(z)) abs 一 Dews(o]，-. 
和 为 所 可 的 特 角 。 其 中 证 (wa(， + 当 P 不 为 特征 方程 呈 1.6) 的 机 时 ， 
与 六 (32) 问 灵 的 有 理 甘 丽 数 , 当 b 是 (011.6 的? 重 模 时 ,是 比 f (4) 匣 7 沈 的 
有 a 下、 - 


第 4 章 变 系数 线性 差分 方程 
8 12 能 化 成 常 系数 方程 的 情形 


系数 为 w 的 两 数 的 如 性 差分 方程 的 一 般 解 的 性 质 ,已 总 在 第 2 
章 中 加 以 吝 明 了 , 可 是 一 般 能 和 将 此 解 求 出 的 情形 不 和 多。 但 如 时 我 
们 能 将 它 化 为 常 系数 方程 , 旭 能 求 得 一 般 解 。 

1. gars PE Yararit Aap NIP LT— IT) Yern-s + 


+opio pe— 1 pen ly RE. (12.D) 
对 于 这 一 方程 ,我 们 取 新 半数 zs; 并 全 
yop on pw—n— Dp(2)p(D, {12.2) 
由 此 算 寺 Yepoy Vorn_19…: 井 代 天 所 答 的 012. 了) 式 中 , 则 得 % 了 
常 系数 态 性 差分 方程: 
Varn A Am- 1 Ca en 十 … 
A. 


GT 四 


2. 在 结构 力学 的 三 汪 短 定理 及 其 他 轿 题 中 党 出 现 
Po 2- 十 2 入 (的 ) Topo) y+ p+ 1 yi = EK. (12.4) 
对 于 这 一 注 程 ,我 们 取 各 与 we 为 2 的 图 数 , 于 全 一 


- Ys 一 2 如 * (12 ， Bb) 
代 大 上 式 两 近 , 以 如 除 之 , 旭 得 \ 
PO) ,9 PtPE+l) ,p+ 
Wa 31 四 
-££ / (12.6). 
下 。 

若 取 ”为 常数 ,并 上 且 适 当选 择 ww 使 

plw} p+ 1, Pp) 二 二 一 bp (12.7) : 


Wai Wt 


44 | 第 4 章 恋 对 数 入 性 美 牙 方程 
肿 (12. 人 起 化 作 关 于 zz 的 常 系数 症 分 方程 : 
1 十 20 zs Tt i011 = Ke Wy, (12.8) 
要 确定 包 :, 由 昌 2 .六 的 第 一 式 得 到 
PD) ™ Wel 2Ur, 他 i 史 十 4) — tin Werls, 


代 久 第 二 式 并 进行 整理 ,有 得 关于 ws 的 六 分 方程 : 


B11 8 2 十 加 ri 一心。 (12.9) 
届 其 特征 方程 ， 加 
oa:— bat+l1=0 (132.10) 
的 两 个 根 为 & 与 9, 有 ;的 一 般 解 为 z 
= Ao*+ Boa. (12.11) 


其 中 由 于 8 号 任 总 的 : 所 玉 也 是 尾 普 的。 车 取 5 一 土 2; 出 
“& 是 十 1 或 I 此 时 
= (+D°*(A+ Boe). (12.11") 
这 是 由 (12 们 起 的 第 一 得 到 的 避 的 解 , 它 也 一 定 满足 第 一 
式 , 即 满足 -atpe=Y(o)， 我 们 车 将 (12,18) 代 入 po iaus=zto) ， 
旭 得 
(dasrd 十 Barry (dos 十 Baray =p(0), {12.12) 
特别 妆 = 士 2 时 ,得 到 
二 [d+ Biw—1)] d+ Be) p(y). (12.12" 
所 以 , 在 将 落 分 方程 (12.4) 北 为 常 系数 东 委 方程 (12.8) 的 过 
程 中 ,必须 选择 w 的 一 般 解 中 的 常数 4，B，a 使 它 满足 (12.12) 
”或 02. 二 )。 反 之 ;车 多 人 如) 是 等 于 (12,12) 或 (12.12) 的 左边 的 醉 
数 时 , 则 上 上述 的 变换 也 .是 可 能 的 。 
由 于 z 是 由 (2. 芒 式 求 出 和 的。 而 88=a 十 ol, 袁 
tei 2 (0a) 二 Ta = We) (12.18) 
训 其 特 解 海 x0 {wr) ， 特征 历程 | 
如 "十 2 十 o YB+1=0 


和 13 二 阶 千 次 米 性 差分 方程 。，. 4 
的 两 个 粮 为 与 8-!, 名 的 一 般 解 是 
这 样 ,车 tr 与 2 知 ， 出 由 (12. 5) 式 可 以 来 得 Ye 的 一 般 解 。 


$813 1 阶 齐 次 态 性 差分 方程 


让 面 介 阁 齐 误 帮 性 差分 方 径 
Ver Pie) ge 一 人 (18.1) 
的 一 般 解 的 求法 。 
我 全 将 此 式 改 了 配 为 yr11 一 Pm) ys 两 边 取 对 数 , 因 
log Yr+1—10g PLE) + log Ys, 
log yz11— lo0g ys = log p(w), 4 log y= log p(%). 


将 其 取 和 分 则 得 和 

op ws = S log 和 tp dz 十 避 ， {13.2) 
其 中 0 为 任意 常数 。 也 可 以 将 O 换 成 周期 为 44 一 1 的 任意 的 周 
期 西数 . . 


由 (13. 允 式 求 得 ys 的 一 般 解 : 
= Cesm， 其 中 8 (6) 一 N log plo) ss, (13.8) 
此 组 的 另 一 表达 形式 是 | / 
-0 TP), 的 -~ (18.4). 
因为 当 < 加 入 六 并 时 ,入 / 
S() = log plo) so= Slog po) =1og TL pl), 


* | »—1 
圾 [ Ws 一 人 lily 他) 硬 


二 Yt 一 (13.5) 


8 - ”第 4 人 童 变 隶 数 继 性 差 寻 万 稻 


时 一 般 解 。 
由 (13.3) 式 ， 
_ a om 
S (wr) 一 SN log er dm 一 SS Tir ma S 了 人 一 1) ， 
故 全 工 下 一 站 了 
He Oe Ee 
例 2， 训 2 一 上 (常数 ) 和解 
Yo — ys =0, 
由 
Ss) = 8 loga dr=loga ® 如 一 log azi 
政 | 
, J 
例 3. 求 . 
Ti 
BT 下 十 f 十 4 Hs 0 : 
的 一 般 解 ,其 中 fy 营 数 。 玫 
由 113. 和 9 式 ， 
de 六 十 一 马 册 十 一 下 


一 一 一 | 


zs 十 ?十 十 fr 十 十 ?十 2 十 ?一 EE 
同时 由 于 < 是 任意 常数 ,所 以 可 将 49+r 取 作 矶 ,上 


€ 
We Tr 


砚 主 ， 法 p(t) ; pstz) yy Pr tt) 是 + 的 醒 数 , 求 
Yrr1— Pi (TA Da Pn Ct) yy = 0 . 


的 一 般 解 。 
继 | 
, yer1™ Pit yo—=0 t=1, 2 3 :+ 7) 
的 解 为 
Tt) = 此 处 S20).= SY log prle) dr, 
- 则 


SIog TI pre) dr= SB b> log Pi | 


丰 同 413. 的 一 般 解 是 
Voy—= TI ns 吧 沁 捍 
划 吧 工 | 


- 立 SS log prs) dv = DitT)s 


{13.10) 


C13.11) 


(13.1% 


§ 1 Gamma 本 数 49 


$14 Gamma- 图 数 


在 求 
时 rz 一 此 tr 一 蜂 {Jj4.1) 


的 一 般 解 中 ， 若 限制 2 为 正 卡 数 , 刷 由 (13.4) 式 , 取 a 1 出 二 
TT gm 12.8... (bl) = (D1, 


于 一 外 


所 以 
ye—C (vw—1)!, (14.2) 


此 处 OG 为 任意 常数 人 惧 是 当 z 不 为 下 整数 时 ， 此 式 不 成立 。 为 了 
来 考 辜 方程 

yet YD, : (1] 生 .3) : 

此 式 当 ww>o0 时 ;与 (14. 了 D 相 一 狼 。 

但 由 于 

me 0 4 交 二 2- 十 


ms 。 me 


儿 十 纯 ww 二 加 丈 十 向 T+n Wn 
所 以 (4. 纺 式 化 为 


字 二 一 
4z 上 At 一 "了 计生 和 = ” 


根据 (13.8), {18.10)， 13) 这 个 方程 的 解 是 


I _ 和 
-Cn ee i 0 ww lvl)" (4.4) 


再 以 与 + 无 关 的 常数 (nm 一 1 1 鳞 之 , 剧 得 


(mn—1) 1nF jy 
V0 HD mn (14.5) 


全 n>o0, 因为 (4. 人 化 为 (4. 了 1 ,所 以 (14. 国 化 为 
Oniy), . (14.6) 
其 中 , 
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T (w) ~ lim po (14.7) 
是 Gamma- 夯 数 。 它 除 p 一 0，--1， 一 23)… 时 为 无 限 大 以 外 ,对 二 
“任意 的 2 都 具有 有 限 值 ,由 此 朗 得 (14.1) 的 一 般 基 。 
Gamma- 画 数 的 特征 之 一 : 
加 大 (ze 十 下 -eT (8), (14.8) 
由 4.7) 人 @ 式 可 以 直接 得 出 。 
多 重 Gamma- 画 数 ” 求 1 阶 非 齐 欢 方程 ; 


ga {14.9) 
的 解 。 这 是 求 | 
: 1 1 

=1, 5 de (14.10) 

的 和 分 问题 。 / 
分 裔 . 
1 1 -1 1 @ 

下 limflogn 一 二 一- 一 ) 04. 11Y 


遇 由 于 d BP (0) 一 Tw 所 忆 iw 的 和 分 是 加 (2 ,因此 世 4 .外 的 一 
艇 解 是 

-AN y= 0. (14.19) 

和 (四则 向 Pai-Gamma_ 羡 数 或 叶 向 二 重 Gamma- 请 数 。 它 除 "为 畴 及 


负 整 数 时 为 光 限 大 以 氏 , 对 二 任意 的 x; 都 其 有 有 限 值 。 至 于 如 和 何 从 (I 和 .0) 
式 导 出 忆 4. 圳 ) 可 难关 福田 : 六 分 和 法。 


(4.13) 式 世 可 有 凡 从 Gamma- 可 数 求 得 。 为 此 我 们 将 (4 8) 
的 天 边 农 对 数 , 并 对 z 微分 ,然后 移 项 , 旭 得 


-1 
$log 天 (十 也 -MET(s) ~ ， 


0D” 原 书 识 为 (14. 了 )。 一 一 校 者 注 
如。 原 书 误 为 二. 一 一 校 者 注 


8 15 牙 数 为 粮 性 画 数 的 着 浮 方 程 的 定 积 分解 竺 4D 


tx 
y= log Tm) 一 站 2 . (14.18) 
由 于 ， 
人 ) 
: 1 1 1 OO\: 
al 
扩 以 C14. 13) 式 等 于 (I4.12) 式 。 
”叉车 将 (14. 卫 ) 式 的 轨 (w) 对 | 
wl 
=- 一 了 ,1.2- -rr 
> 
Pd) = (Dr ei 
从 而 得 下 列 关系 : 
学 = 让 于 四 +0,S 芝 一 页 oO，， 
人 a4.14) 
i 一 py 
wR DO 


更 fa Peony Yonyy 分 别 时 微 三 重 . 四 重 ,五 重 、…….Etamma- 画 数 ， 它 外 
" 总 称 为 多 每 Gamma- 阔 数 。 | 


” $15 系数 为 重 性 画 数 的 差分 方程 的 定 积分 解法 。 
英 输 定 % 阶 齐 次 灯 性 差分 方程 : 

> (itt bi ) yer 0 (15.1) 

求 这 个 方程 形 各 


_ 1 
烛 ” 原 书店 为 二 .一 -… 械 者 福 
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y=) 二 | ep (as 15.%) 


的 解 , 其 中 z 是 复数 , 9 人 是 * 的 适当 的 画 数 ， 0 是 积分 路 径 。 
将 (16. 式 代 入 (18. 站 ) 式 , 剧 得 


> asia z+ (dz=0, 
， 将 左边 命 有 “的 项 与 不 合 % 的 项 分 开 , 剧 


人 Wr 人)GY 十 | zz 二 (0 的 Ge 一 0， 


a — Pas, b {2) -bi 
上 两 式 中 的 第 一 式 由 分 部 积分 法 可 以 写 为 
wo pb)1lo- | sala (sp 1, 
所 以 前 一 式 可 以 化 成 
[op -ep dt rat) p10. 
为 了 使 此 式 成 立 ,只 联 下 询 二 式 成 立 就 行 了 。 也 就 是 
. OLIOEEE IOPIOE ER 3) 


[se (2) wm 2 lo=0. (15. 4) 
于 是 由 第 一 式 (15， 3) 求 出 未 知 图 数 glz) ,由 第 二 式 (5.44 确 
”证 由 积分 路 去 二 也 就 是 在 0 的 两 端 使 括 导 内 的 信 相 等 (例如 都 
等 千 桥 ) ,或 者 , 当 0 是 了 用 曲 召 时, 加 泣 C 积 妇 一 周 郎 可 。 这 样 求 
yz 的 解 的 硼 法 ,与 微分 磊 程 的 解法 一 样 , 称 为 Laplace 变换 。 
为 了 确定 p (人 ， 我 伴 晨 由 5. 有 式 收 - 姆 为 


Bb (2) g (2) ~—2 Lp CF) (2) To le (#2)]1=0, 
水 鲫 
gp'(2 ba) ~ 20' (2) - 
Pp (2) st 


$15 本 数 为 粮 性 贾 数 的 盖 耸 万 程 的 定 积 分 解法 | 
从 而 每 到 | : 
lor wiz) = | ty 一 | dz 一 4og 4 (2) , 

+ : (16.5) 


1 | b (2 
?0 -20 “p(t 
要 确定 9 把 , 我 们 将 (15. 且 式 的 补 积 画 数 用 部 分 分 式 写 开 是 
有 其 方便 之 处 的 。 这 是 由 于 a6) 一 般 是 % 竟 有 理 束 而 数 , 若 珊 方 


程 sz) = 加 的 nn 个 根 为 a os， …; ans 朋 一 般 可 将 2 人 号 为 


2 (2) 
bt) 2 
20(2) alo) (a) (2 a) 
= oh ba .Be (15.8) 
之 一 性 和 ds 之 th 
内 而 
oxp( | Dd) =expLBo log s+ Br log (2—ay) +.] 
- 一 和 (一 呈 ) 和 他 一 oa) 0) 4、 
因此 我 们 得 到 


gO) Gl a) go) 6. 
若 4( 一 0 有 重 禄 时 , 例如 os 是 其 7 重 根 , 出 (15.6) 式 的 右 
边 含 有 以 下 各 项 , 亦 序 


人 + -3 
x 一 a (2 一 Go (z 一 3 人 一 
从 而 在 (18 .站 汉 的 g (0) 中 出 现 因数 
op BE BB 
人 exp( Ze 
A ). 
一 人 一) 


及 车 562) 的 次 数 不 低 于 za(2) 的 坎 数 ， 则 将 其 展 成 部 分 分 式 
时 , 除 篇 分 式 凡 外, 还 产生 一 整 栈 数 9 (2 , 圾 gg (分 中 还 应 加 上 一 -项 


第 4 齐 ， 变 党 数 糙 性 差分 方程 
一 1 ~ 、 
。 5 em (|9 az). 


当 由 (15. 信 式 确定 积 笋 路 笃 0 时 ,由 于 wy (2) 的 形状 而 会 产生 
种 种 情形 。 令 就 下 列 情 形 加 昼 褒 明 。 丧 wy， aa ……f a 是 于 不 相同 
的 值 , 男人 是 (15. 站 的 形状 。 我 们 特 (15.7 式 代入 (15.4) 式 ， 
序 得 z / / 

[eteo (za) (an) so) om0,. (015.8) 
-为 了 简单 起 见 ， 久 下 将 右 插 号 中 的 画 数 以 忌 (为 表示 之 > 旧 上 式 可 
号 为 

本 [EK (2 Jp=0. (15 .8") 
现在 又 根据 w 8 的 值 ,区 别 成 下 列 两 种 情形 。 : 
(1) 己 ， ko， …， Br 的 实 部 公 部 为 正 的 情形 。 

雍 时 区 (2) 你 含有 uc on 等 个 迁 点 以 外 , 还 含有 一 
个 :看 点 coy PIH ao | 
当 和 (vw 十 BD) >0 时 ， ， oo=0; 
当 并 (十 后 0 十 有 十 … 十 及 之 0 有 时， ow= 00， 
所 以 积分 路 笃 C 的 下 限 取 0, 而 其 上 限 取 ay aa … 或 606, 由 
于 在 这 种 点 处 及 Gz) 一 0, 所 以 满足 条 件 (15.8") 。 在 这 种 情况 下 , 积 
分 路 径 0 是 任意 的 。 子 是 将 积分 路 径 上 限 依 葡 取 为 yas…yan， 


. 宙 此 得 到 4 ,二 区 的 吨 个 特 解 : 


Ty (Cp) _ | potBe1 (2 ry 1) 出 -1 (ze 一 ce) 81 (#— on) bn— 1 
CE {15.9) 
(二 ) Bx 的 实 部 为 鱼 的 情形 。 , 
此 时 ax 是 下 (以) 的 概 点 (无 限 大 点 )。 但 愉 oi 以 外 ,对 于 其 他 
的 oo (15.9) 式 仍然 破 立 ;因而 可 得 世 的 HW 一 1 个 特 解 ,然而 ,出 
于 不 管 全 部 有 的 实 部 是 正 是 负 ，o 未 为 竺 点 , 所 以 积分 路 到 CO 车 
取 自 ww 出 发 球 缕 和 酸 点 味 而 四 到 om 的 任意 也 曲 闭 , 则 能 镀 让 


$ 了 6 腔 数 为 挤 性 前 数 的 滞 叶 方程 的 定 积 芬 解 入 53 


(15.8") ,因而 沿 此 闭 曲 纯 作 (15.2) 的 积分 就 可 得 到 关于 o% 的 特 
. 解 。 在 此 情况 下 的 f (2)1o0 当 然 是 等, 可 是 (15. 久 的 积分 由 于 积 
分 路 笃 0 的 内 部 含有 奇 点 au, 故 
一 般 不 为 雳 。 当 mm 为 0 或 时 ， 
积分 路 笃 0 如 图 域 .1 所 东 。 
根据 以 上 所 壕 , 当 BPs41， 
… 等 的 实 部 为 负 时 , 就 可 以 求 得 
关于 概 Ey O41 的 ys 的 特 解 。 
其 区 我 条 考虑 (站 ,了 式 所 对 
应 的 菲 弄 次 方程 | 图 63 


p> (mm yO (wm), ‘(16.10): 
其 中 只 为 常数 (也 可 以 是 览 数 ), f(w) 是 sj 的 m 次 的 有 理 整 夯 数 。 
全 试 将 y 取 作 z 
Ys— (Co st on- wor 二 村 {让} ， (15. 11 
其 中 wz 是 2 的 新 图 数 ， ce, cl …， cm-1 是 如 下 确定 的 系数 。 
教科 将 (15.11) 式 代 大 (45.10) 式 , 则 左边 成 为 下 烈 形 式 : 


> (amt duetO + org (一 of 办， : 
其 中 gtx) 与 f(z) 很 明显 地 是 同 次 (m 次 ) 的 有 理 整 画 数 , 若 仿 
fit) 5 gw) 的 江 ， 六 ， 1 划 的 各 项 猴 数 相等 , 则 由 此 得 到 mm 个 
条 件 , 从 而 可 以 确定 出 mr 个 系数 Coy CE Ts Cn—ls 此 时 ， 所 和 葵 定 的 
戎 分 方程 化 为 . , 
(avt bute) = 6", (15.12) 
其 中 = fo) 一 9(g 是 一 常数 。 
要 求 这 个 碳 程 的 解 z 0， 与 (15. 力 式 一 样 , 我 们 取 关 为 革 一 
站” 原 书 限 为 (2) .一 核 者 注 : : 
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常数 , 合 z 

ww) = | zl gy (4) dz, (15 .18) 
而 将 其 代入 (16.12) 式 , 于 识 612) 与 5(%) 为 与 齐 殴 方程 的 情形 相 ， 
同 稀 出 数 , 央 得 


:| cp 一 RT 
若 泛 取 9 (z) 使 第 一 项 为 零 , 则 (15.5) 利 前 面 对 jp (0 的 计 萄 仍旧 


适用 。 ， 
这 样 的 pt 一 经 选 定 以 后 就 必定 得 到 _ 
[2 a pv} le= re, (15.14) 
若 。 不 等 于 a(z) =0 的 任何 根 , 期 取 积分 路 径 0 的 下 限 为 永 
远 司 得 & (2) =0 的 雪 点 aoy 其 上 有限 为 o 期 = 
Mz at) 名 《2 ] 5， 
=ALea te ye) 一 此 0 
入 - 


mw ” 


= 
Cie) poe) 
这 样 就 满足 015.14) 的 条 件 ,从 而 w(2) 的 特 解 可 由 


4 (0) 一 二 =| zi (2) ds (15.16) 


求 出 ,yz 由 (15.11) 式 来 确定 。. 
车 与 (人 一 0 的 某 一 根 相同 时 , 则 we) 的 特 解 可 以 用 
WP) A : {15 .17) 
的 形式 来 求 得 。 为 了 确定 和 *, 将 尼 代 久 (15.12) 式 。 于 是 
Mmate) A be) oy 
由 于 so) =0, 所 以 


(15.15) 


入 = BC) . (15 .18) 


| 
如 


。 | 4 15 “对 孝 为 刚性 而 数 的 差 中 方程 的 定 积分 解 注 5 
但 车 ?te) =0, 姑 此 式 不 成 立 。 耐 这 就 需要 考 庶 当 0 是 &t0) 
一 0 的 7 重 根 同 时 尺 是 3(0) =0 的 8 重 根 的 情形 。 
a) 洪 7>8, 因 %tw) .的 特 解 是 


wr) = A ww, (15.191 
其 中 的 是 将 (IB5.19) 代 天 15.3) 而 求 出 的 。 
b) 者 7==#， 出 分 
Ww (wy) 一 Cw {gr) , (15.20) 
着 将 它 代入 (5.19) 式 ,消去 因子 后， 序 得 形 如 
【区 0 这 十 于) 入 十 有) 一 吕 [15 2) 


的 差分 方程 。 此 时 车 将 2(w 十 人 用 4v，42v,…， dr" 来 表示 , 则 因 
含有 2，4v，…， drto 的 项 消炎 , 故 合 | / 
w(x) 一 小 四 [四 ， 5 
即 得 关于 wto) 的 % 一 + 阶 的 差分 万 程 ， 解 此 方程 朗 可 求 出 w(o) ， 
所 而 (uto 恢 葡 可 以 求 和 出。 
ce) 若 y<s, 其 在 (15.12) 中 将 xz 用 w 士 1 代替 。 千 是 在 所 得 
的 式 子 中 ,相当 于 58) 的 项 为 原来 #42) 和 B02) 的 和 。 而 5 为 5(%) 
+bi 四 二 0 的 7 重 柑 ,从 而 这 又 归 拓 成 +*=s 的 情形 。 
例 和 二， 将 在 $14 中 处 青 过 的 方程 : 
Yr+41— TYs=0 《5 .23) 
用 本 节 的 方法 求解 。 将 此 方程 与 (15.1) 式 比较 , 朗 有 
n=1, to= i, b=0, a=0, b=1, 
所 以 4(2) 二 一 1 b(2) 二 zy 从 而 


| bt de= |(—Das= 一 4， 


Se) 


故 入 (8 二 一 0 
积分 路 么 0, 由 忆 5.4) 式 必须 满足 [x7e- 中 c=0， 查 是 方 括号 中 的 #22-*， 
x>0 而 且 #: 一 0 时 为 露 , 丸 一 般 当 z= 二 oo 时 也 为 敬 。 因 此 当 *>0 时 ,可 以 
向 任 套 积分 路 径 自 0 到 ~ 积分 。 于 是 根据 (15 .9 式 ,y 的 转 解 是 下 列 形 式 ; 即 
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: NLY = | e-zG5 (15.24) 
又 证 ?一 log (二 也 就 是 镑 W873, 则 上 式 化 为 z 


3 一 上 (os EY dw (15.24" 


15.24) 熙 ， (5.24) 式 的 石 过 是 Butler 前 第 二 型 积分 ,名人 科 只 不 过 是 
Uamma 一 图 数 的 嚼 一 种 表示 而 已 。 这 些 精 果 与 (让. ) 式 的 新 困 是 一 至 的 。 但 
甘 谱 有 g>0 的 和 人 忻 是 这 二 个 式 子 不 成 证。 

例 2 在 对 称 型 2 阶 缠 性 差分 方程 

Ys -1 一 全 (9 十 Bo 二 srt 一 0 (15.26) 
由 ,将 z 疏 吗 为 5 十 1， 则 得 . 
ya Qan+ a bgt dea=0, (15 .25’) 
与 (15.1) 式 相 上 比较 ;由 于 ， 
go0=0, bo=1, @= —24, br=.—2(g+b), gs—=0, bs=1, 
改 得 焉 Fi 果 : | . 
加 (5 一 > 的 =] 一旦 (十 bs 二 并， 


btay 2 二 5 ， 站 
a | 高 + 了 + 

ba qe pl 1 Notb 

20 (2 de 2 \ 8 2)+ Tog 8 


人 (了 ee oxp 1 高 (3 zj) 二 2 logs 


-- 吉 sa| 吉 全 -中 
为 了 以 后 计算 方便 起见 ,我 们 今 
ht 
则 ys 的 特 解 fa] 一 般 是 下 列 形式 ， 起 


人 fy 一 一 一 辫 |， Ei exp| 去 (二 s )las 


= 一 名 la I (15.26) . 
其 积分 路 径 C 由 


Fs) =srttexp| 中 (二 一 9 [ECs)Jo=0 (15.27) 


县 I5 因数 为 粮 性 陆 数 的 匡 代 方程 的 定 积 务 是 法 of 
来 确定 。 ， 
衣 先 廊 4>0cr>0)。 朋 在 #0 人 由 于 | 
ba, mE We 
页 3 一 0 蚌 本 性 奇 点 ;所 以 若 积 分 路 径 取 作 自 
Y 一 一作 出 发 秽语 性 奇 点 一 人 一 周 仍 回复 到 . 
* 一 一 0 的 井 神 如 图 巧 ， 2 所 示 ; 则 在 其 两 日 
五 《5 取 慷 相等 (0 ,就 可 迟 滋 足 8.27) 的 条 
性 。 刀 这 样 的 积分 路 径 为 2 划 将 (二 .26) 式 
中 的 C 取 作 01 就 得 到 如 的 一 个 特 解 。 配 此 半 “ 
解 为 mi 天 o 的 其 他 特 解 afz) 可 由 下 列 
性 法 求 内: 由 于 、 | 
lim EK (2) = 图 15.2 


所 以 各 图 15， 3 所 示 ， 可 取 自 z* 一 十 co 出 发 寞 :一 0 一 司 仍 回复 到 sz 二 十 ~ 的 
曲 灯 为 积分 路 笃 , 训 这 个 积分 路 径 为 Ca 虹 可 求 出 90 。 


图 拍 . 旬 图 15.4 


= 


以 上 的 解 可 以 表示 成 Begsei 画 数 。 为 此 , 我 们 对 入 (7) 作 变 措 sm 二 


而 对 mz) 作 恋 换 = -Fr， 则 -平面 上 的 积分 路 笃 所 ,Co 变 的 为 盖 平 面 上 
如 图 15.4 所 示 的 曲 粮 , 将 此 积分 路 径 取 作 工 , 则 mi(z)， n2(z) 成 为 下 列 形 
:| 


从) sf -+ exp| 可 (# hae 4 
(15.28) 
t= 一 一 5 人 "+Dexpl a (全 | 


更 由 于 Bessel 轴 雪 Ja 可 表示 为 
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， 9 30 一 元 -| Ft) exp| 人 -Ear ， 
所 以 ( 酝 .38) 的 栈 式 化 为 
1 ei = Ant Ls | | 
bat 一 一 (一 站 MriJ ta 一 一 art 一 的 .上 
以 二 的 车 果 是 在 <> 0C4 沁 0) 的 和 禧 形 下 导出 的 ,可 是 当 a<0(a< 人 办 时 ,也 
同样 往 到 (15.29) 起 的 精 果 因此 上 式 的 成 站 与 否 与 a{a) 的 正 负 无关 。 
一 般若 职 ”为 整数 ;其 由 Bessel 羡 数 的 岩 理 ,当天 #8 时 , 12) 与 al) 


(15 .29) 


”相互 独 谋 ,成 为 两 个 基本 解 。 而 当 %=# 时 ,因为 


" J (a) = ‘ 1) Sf, (0) 3 
所 以 


A 二 一 机 (0)， 
当 和 一 # 时 的 第 二 个 独立 解 可 如 ' 下 求 之 。 邹 取 
旬 (=a Tay eot 可 和 一 可 .一 好) 2 ! ”7 
Tnecs zs— (—1)*_(— 虽 ， 
Sin wh 
期 由 于 eot mx 与 (一 D2/sin my 都 是 以 1 为 属 期 的 周期 画 数 ， 所 以 各 (2) 是 
yr 的 解 。 我 从 知道 等 屿 右 过 的 内 式 .: 
Ta eos TA 一 二 47 (一 她】 
， . 31n x 
即 是 亩 eumann 而 数 NN;ia) ， 于 是 
Tet) 一 rs Na ta). .15.30) 
得 当 %=# 时 Nn Co = 二 070 是 不 定型 ， 此 时 必须 按 分 子 分 母 对 A 向 分 的 
十 撤去 求 六 六 即 


Na 一 工 [ 2 (Dr (15.31) 


P| 


一 CE 
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16 苇 性 偏 芝 分 方程 的 类 型 


腑 ww 有 是 两 个 自 变数 2, 的 汞 数 ， 则 合肥 关于 尹 斑 几 
的 偏差 分 的 方程 , 即 
Em, vy, Aw Ao, A A A2ag, ve) = 和 (416.1) 
哈 佐 偏差 分 方程 。 若 将 其 中 的 今 洲 分 根据 入 . 门 , ( 民 .8) 式 用 2 表 
示 , 并 进行 整理 , 旧 上 式 化 为 
FE, y wy Ww wt, ,Ws y+ 1), 
W% 如 十 二 十 让，-……] 二 0. (16.2) 
省 党 我们 以 此 式 作为 侯 关 分 方程 的 一 稻 形 式 。 i 
2 是 三 个 以 上 自 变 数 的 画 数 的 情形 与 两 个 自 变数 的 情形 是 一 
样 的 , 为 了 不 使 问题 复杂 化 , 以 后 我 习 限 制 是 x, #9 的 画 数 。 这 


样 , 纪 是 在 其 定 了 华 标 凶 的 区 -的 于 而 上 的 所 (2, Y) (+1, y) 3 


(zy 十 了，… 等 处 有 确定 丽 数 值 的 丽 数 , 或 者 看 成 在 坐标 面 的 这 
些 点 竖立 了 纵 坐 标 。 在 这 种 情形 下 , 坐标 画 也 可 以 不 是 于 面 。 面 
zc 二 常数 ,Y= 常数 所 表示 的 有 曲 生 也 不 一 定 是 站 神 。 
当 (16. 了 式 的 左边 名 的 仿 莽 分 是 一 次 时 ,也 就 是 [16.9) 是 名 
的 一 灵 式 时 ,我 们 称 这 个 仿 差 分 方程 为 ' 禄 性 "的 ， 及 当 宅 不 含有 与 
w 无 美的 侦 时 称 它 为 “ 卉 次 "的 ,这 与 常 着 分 方程 的 情形 大 一 私 的 。 
” 午 性 伪 差 分 方程 中 量 简 单 的 是 
pow (ry 从 十 Di 人 十 二 内 十 Datpfoy YF = Ks, YW). (16.8) 
其 中 po piy Pay 下 人, 用 是 2 与 9 的 丁 数 或 是 常数 , 当 冯 一 0 时 
是 彰 次 方程 。 
此 方程 莽 由 图 16.1 所 未 的 三 点 上 之 半 的 关系 
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gowt qd ga dy w= Kt{y, oy) [了 6 .8 
.而 导出 的 。 一 
其 次 简 钮 的 是 图 16.2 所 示 的 四 点 .上 避 之 间 的 关系 : 
Po w (ey ¥) toiw ts I, yj) + pawtw, y+1) 
十 patg(z 十 1 yt+1) =K (wy), (16.4) 


巩 它 是 由 下 式 所 导 出 的 ,部 | , 
owt ds Wi ga AywW i qs dry w= FL, Y).. (18.4) 


图 16.9 图 16.4 | 16.6 .图 16.8 
仿 差 分 坪 程 的 阶 数 , :是 用 沿 " 钱 % 的 方向 的 差分 阶 数 中 的 最 
大 者 作为 阶 数 的 。 例如 (16.3) 式 与 (16. 仙 式 二 者 都 是 1 阶 的 , 图 
16.8~16.5 所 示 各 点 处 如 之 加 的 关系 是 2 阶 和 的 ,而 图 46.6 所 对 应 
的 方程 是 4 阶 的 。 图 16.5 中 按 十 字形 排列 的 四 点 所 对 应 的 方程 
Dp) + Dgw) 一 下 (2 的 ， (16.5) 


DC pn) =p tp, Pos, oy De, 夫 
十 王 (人 十 工 ， 4 人 (和 十 工 ; 区 ) ， 
Dgw) = qr Wtr, y—1)+ qm Ww LT, Y) 
- + gt yt 1) ww, y+ 1) 


op 


$ 17 楼 性 仿 半分 方程 的 -- 般 解 与 边界 条 件 
基 在 应 用 得 题 中 常 出 现 的 方程 ,我 们 称 它 为 十 字 型 颂 半 分 方程 。 


17 禾 性 伪 头 分 方程 的 一 般 解 与 边界 委 件 . 


蔽 # 与 4 的 变化 域 为 任意 一 个 区 域 ， 在 此 区 域内 所 含有 的 全 
者 的 点 《wy, 9g) 的 个 数 为 "， 对 于 这 些 点 我 们 一 个 一 个 地 建立 复 性 
慢 差 分 方程 ， 妈 可 得 到 7 个 关于 为 一 诡 的 方程 。 将 这 个 方程 
让 出 现 的 风 分 中 看 作 示 知 数 , 刚 所 葵 定 的 仿 莽 分 方程 ,在 所 考虑 的 
变化 域内 成 为 上 述 的 ”个 一 卖方 程 的 联 立 右 程 。 然 列 此 * 个 方程 
中 所 出现 的 ww 的 个 数 一 般 比 了 中 
多 , 襄 为 ?十 nn 个 , 那 末 由 代数 
学 的 定理 ,或 由 $2 常 着 和 分 方程 
所 已 谣 明 过 的 相国 的 推理 知 
道 ， 所 荐 定 的 方程 的 一 般 解 中 
合 有 个 任意 常数 ， 又 满足 花 
定 方程 的 互相 独立 的 笠 解 出 内 . 
有 名 个 ， 这 与 常 着 分 贞 程 的 和 情 
形 没 有 什么 不 周 。 所 不 同 的 是 ， 图 47.1 

这 里 的 m, 对 常 差分 方程 来 谣 , 等 于 方程 的 阶 数 , 而 对 仿 差 分 方程 
来 襄 , 它 不 仅 随 阶 数 而 变 ,而 且 也 随 变 化 域 的 变化 而 变化 。 

为 了 决定 上 浊 个 未 知 常数 得 到 轿 定 的 解 ， 必 须 总 共有 到 个 
边界 条 件 或 初始 条 件 o 为 了 鹏 明 这 一 点 ?我 们 以 2 一 0,% 一 m,y 一 0， 
y 一 % 四 条 塘 所 图 成 的 区 域 (图 地. 了 为 例 ， 来 孝 虚 两 三 个 简单 的 
情况 。 合 在 此 区 域内 的 点 (2, 纺 ， 即 示 知 数 各 的 个 数 , 带 同 九 界 上 
的 点 共有 Cm 十 2) tn 十 儿 休 。 而 在 2 二 0, 1, BO: gD), 
1,， 2，……, % 一 1 所 建立 起 来 的 1 央 浅 分 方程 (16.4) 合计 有 mx 
个 ， 雍 未知 数 刀 要 少 台 -Ha 二 个。 所 以 为 了 确定 方程 的 解 , 必 须 
有 这 样 多 的 边界 条 件 。 为 此 , 例如 若 已 知 变 任 域 的 相 变 的 任何 两 
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委 边 界 上 各 点 名 的 值 就 足够 了 。 

妈 对 于 (6. 国 式 光 十字 型 方程 ,将 边 轩 钱 上 的 点 除外 ,而 只 就 
变化 域内 部 的 各 点 建立 方程 , 划 方 程 的 个 匆 是 Cm 一 1) (n 一 了 ,而 共 
由 于 在 四 角 约 点 w 不 旧 现 ,所 以 未 知 数 思 的 个 数 是 (m2 十) (n 二 1) 
一 4 上 @, 部 未 知 数 多 2(m 十 n 一 2 个 8 。 因而 在 这 种 情形 下 , 例如 
营 在 除去 变 域 四 人 角 以 外 的 边界 各 上 各 点 上 拾 定 也 的 值 , 央 可 得 
到 则 定 的 解 。 自 然 , 在 这 种 情形 下 , ww 在 西 角 的 值 , 由 于 与 解 没有 
什么 关系 ;所 以 名 在 四 角 的 值 世 可 以 看 作 输 定 的 。 
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